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Résumé. Depuis plusieurs décénies, le volume des données disponibles ne cesse
de croître ; alors qu’au début des années 80 le volume des bases de données se
mesurait en mega-octets, il s’exprime aujourd’hui en tera-octets et parfois même
en peta-octets. Le nombre de variables et le nombre d’exemples peuvent prendre
des valeurs très élevés, et cela peut poser un problème lors de l’exploration et
l’analyse des données. Ainsi, le développement d’outils de traitement adaptés
aux données volumineuses est un enjeu majeur de la fouille de données. La ré-
duction des dimensions permet notament de faciliter la visualisation et la com-
préhension des données, de réduire l’espace de stockage nécessaire et le temps
d’exploitation, et enfin d’identifier les facteurs pertinents. Dans cet article, nous
présentons un panarama des techniques de réduction des dimensions essentiel-
lement basées sur la sélection de variables supervisée et non supervisée, et sur
les méthodes géométriques de réduction de dimensions.

1 Introduction
La taille des données peut être mesurée selon deux dimensions, le nombre de variables

et le nombre d’exemples. Ces deux dimensions peuvent prendre des valeurs très élevées, ce
qui peut poser un problème lors de l’exploration et l’analyse de ces données. Pour cela, il est
fondamental de mettre en place des outils de traitement de données permettant une meilleure
compréhension de la valeur des connaissances disponibles dans ces données. La réduction des
dimensions est l’une des plus vieilles approches permettant d’apporter des éléments de réponse
à ce problème. Son objectif est de sélectionner ou d’extraire un sous-ensemble optimal de
caractéristiques pertinentes pour un critère fixé auparavant. La sélection de ce sous-ensemble
de caractéristiques permet d’éliminer les informations non-pertinentes et redondantes selon
le critère utilisé. Cette sélection/extraction permet donc de réduire la dimension de l’espace
des exemples et rendre l’ensemble des données plus représentatif du problème. En effet, les
principaux objectifs de la réduction de la dimension sont :
• faciliter la visualisation et la compréhension des données,
• réduire l’espace de stockage nécessaire,
• réduire le temps d’apprentissage et d’utilisation,
• identifier les facteurs pertinents.

Les algorithmes d’apprentissage artificiel requièrent typiquement peu de traits (features) ou
de variables (attributs) très significatives caractérisant le processus étudié. Dans le domaine
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de la reconnaissance des formes et de la fouille de données, il pourrait encore être bénéfique
d’incorporer un module de réduction de la dimension dans le système global avec comme ob-
jectif d’enlever toute information inconséquente et redondante. Cela a un effet important sur la
performance du système. En effet le nombre de caractéristiques utilisées est directement lié à
l’erreur finale. L’importance de chaque caractéristique dépend de la taille de la base d’appren-
tissage (pour un échantillon de petite taille, l’élimination d’une caractéristique importante peut
diminuer l’erreur). Il faut aussi noter que des caractéristiques individuellement peu pertinentes
peuvent être très informatives si on les utilise conjointement.

La réduction de la dimension est un problème complexe qui permet de réduire le volume
d’informations à traiter et faciliter le processus de l’apprentissage. Nous pouvons classer toutes
les techniques mathématiques de réduction des dimensions en deux grandes catégories :
• la sélection de variables : qui consiste à choisir des caractéristiques dans l’espace de

mesure (figure 1),

FIG. 1 – Principe de la sélection de variables.

• et l’extraction de traits : qui vise à sélectionner des caractéristiques dans un espace trans-
formé (dans un espace de projection) (figure 2)

FIG. 2 – Principe de l’extraction de caractéristiques.

Définition 1.1 (Bennani (2001)) Nous appelons "variables" les descripteurs d’entrée et "traits"
des caractéristiques construites à partir des variables d’entrée.

La distinction est nécessaire dans le cas des méthodes à noyaux pour lesquelles les traits ne
sont pas explicitement calculés.

La première catégorie est appropriée quand l’acquisition de mesures des formes est coû-
teuse. Ainsi l’objectif principal de la sélection de caractéristiques dans ce cas est de réduire le
nombre de mesures requises. Par contre, les techniques d’extraction de traits (deuxième caté-
gorie) utilisent toute l’information contenue dans les formes pour la compresser et produire un
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vecteur de plus petite dimension. Ces techniques projettent un vecteur forme de l’espace de re-
présentation dans un espace de dimension plus petite. Les systèmes d’apprentissage connexion-
niste sont un bon exemple de cette catégorie. En effet, les modèles connexionnistes conçus pour
une tache de discrimination fournissent un système avec des aptitudes intéressantes pour l’ana-
lyse du processus. Les cellules cachées d’un Perceptron multi-couches apprennent comment
extraire les caractéristiques significatives du signal d’entrée.

2 Réduction des dimensions par sélection de variables

La sélection de variable est un problème difficile qui a été étudié depuis les années 70.
Il revient dans l’actualité scientifique avec l’apparition des grandes bases de données et les
systèmes de fouille de données «Data Mining» (Liu et Motoda, 1998; Cakmakov et Bennani,
2002; Guyon et al., 2006).

La sélection de variables a fait l’objet de plusieurs recherches en statistique, et plus parti-
culièrement dans des domaines comme la reconnaissance des formes, la modélisation de séries
chronologiques et l’identification de processus. Dans le domaine de l’apprentissage, l’étude de
la problématique de la sélection de variables est assez récente. En apprentissage symbolique, de
nombreuses méthodes ont été proposées pour des tâches de classement (discrimination). Dans
le domaine de l’apprentissage connexionniste (Bennani, 2001, 2006), la sélection de variables
a été abordée à partir d’un problème d’optimisation et de choix d’architectures des modèles,
ainsi des approches très intéressantes ont émergé.

La sélection de variables est une problématique complexe et d’une importance cruciale
pour les systèmes d’apprentissage. Afin de mettre en évidence les deux aspects du processus
de la sélection de variables : difficulté et importance, nous allons présenter les éléments essen-
tiels que nécessite généralement ce processus. Une définition de la sélection de variables peut
s’énoncer de la façon suivante :

Définition 2.1 (Bennani (2001)) La sélection de variables est un procédé permettant de choi-
sir un sous-ensemble optimal de variables pertinentes, à partir d’un ensemble de variables
original, selon un certain critère de performance.

A partir de cette définition, on peut se poser trois questions essentielles :
• Comment mesurer la pertinence des variables ?
• Comment former le sous-ensemble optimal ?
• Quel critère d’optimalité utiliser ?

Ces trois questions définissent les éléments essentiels d’une procédure de sélection de va-
riables. En effet, le problème de la sélection de variables consiste à identifier les variables
permettant une meilleure séparation entre les différentes classes dans le cas d’un classement
et une meilleure qualité de prédiction dans le cas d’une régression. On parle alors de "pouvoir
discriminant" dans le premier cas et de "pouvoir prédictif" dans le deuxième cas, pour dési-
gner la pertinence d’une variable. La réponse à la première question consiste à trouver une
mesure de pertinence ou un critère d’évaluation J(X) permettant de quantifier l’importance
d’une variable ou d’un ensemble de variablesX . La deuxième question évoque le problème du
choix de la procédure de recherche ou de constitution du sous-ensemble optimal des variables
pertinentes. La dernière question demande la définition d’un critère d’arrêt de la recherche.
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Le critère d’arrêt est généralement déterminé à travers une combinaison particulière entre la
mesure de pertinence et la procédure de recherche.

2.1 Critères d’évaluation
L’amélioration des performances d’un système d’apprentissage par une procédure de sé-

lection de variables nécessite dans un premier temps la définition d’une mesure de pertinence.
Dans le cas d’un problème de classement, on teste, par exemple, la qualité de discrimination du
système en présence ou en absence d’une variable. Par contre, pour un problème de régression,
on teste plutôt la qualité de prédiction par rapport aux autres variables. Commençons d’abord
par définir ce qui est la pertinence d’une variable (ou d’un ensemble de variables).

Définition 2.2 (Bennani (2001)) Une variable pertinente est une variable telle que sa sup-
pression entraîne une détérioration des performances (pouvoir de discrimination en classe-
ment ou la qualité de prédiction en régression) du système d’apprentissage.

Plusieurs critères d’évaluation ont été proposés, basés sur des hypothèses statistiques ou sur
des heuristiques. Pour un problème de classement (discrimination), les critères d’évaluation
sont souvent basés sur les matrices de dispersion intra et inter classes. En effet, ces matrices
sont directement liées à la géométrie des classes et donnent une information significative sur
la répartition des classes dans l’espace des formes.

On trouve aussi des critères d’évaluation qui utilisent des distances probabilistes ou des
mesures d’entropie. Le critère dans ce cas est basé sur l’information mutuelle entre le classe-
ment et l’ensemble de variables. Dans le cas des systèmes d’apprentissage connexionnistes,
l’évaluation des variables se fait en fonction de l’importance des poids qui est définie comme
le changement de l’erreur (de classement ou de régression) dû à la suppression de ces poids.

2.2 Procédures de recherche
En général, on ne connaît pas le nombre optimal m de variables à sélectionner. Ce nombre

dépendra de la taille et de la qualité de la base d’apprentissage (la quantité et la qualité d’in-
formation disponible) et de la règle de décision utilisée (le modèle). Pour un ensemble de n
variables il existe 2n − 1 combinaisons de variables possibles où 2 représente deux choix :
sélectionner ou ne pas sélectionner une variable. La recherche d’un sous-ensemble de m va-
riables parmi n engendre un nombre de combinaison égal à :(

n

m

)
=

n!
(n−m)! m!

(1)

En grande dimension (n très grand), le nombre de combinaison à examiner devient très
élevé et une recherche exhaustive n’est pas envisageable. La recherche d’un sous-ensemble
optimal de variables est un problème NP-difficile. Une alternative consiste à utiliser une mé-
thode de recherche de type Branch & Bound, (Liu et Motoda, 1998). Cette méthode de re-
cherche permet de restreindre la recherche et donne le sous-ensemble optimal de variables,
sous l’hypothèse de monotocité du critère de sélection J(X).

Le critère J(X) est dit monotone si :

X1 ⊂ X2 ⊂ . . . ⊂ Xm =⇒ J(X1) ⊂ J(X2) ⊂ . . . ⊂ J(Xm) (2)
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où Xk est l’ensemble contenant k variables sélectionnées.
Cependant, la plupart des critères d’évaluation utilisés pour la sélection ne sont pas mono-

tones et dans ce cas on a recours à la seule alternative basée sur des méthodes sous-optimales
comme les procédures séquentielles :
• Stratégie ascendante : Forward Selection (FS),
• Stratégie descendante : Backward Selection (BS),
• Stratégie bidirectionnelle : Bidirectional Selection (BiS).
La méthode FS procède par agrégations successives (par ajouts successifs de variables).

Au départ l’ensemble des variables sélectionnées est initialisé à l’ensemble vide. À chaque
étape k, on sélectionne la variable qui optimise le critère d’évaluation J(Xk) et on la rajoute à
l’ensemble des variables sélectionnées Xk. Soit X l’ensemble des variables, on sélectionne la
variable xi telle que :

J(Xk) = max
xi∈X\Xk−1

J(Xk−1 ∪ {xi}) (3)

L’ordre d’adjonction des variables à l’ensemble des variables sélectionnées produit une liste
ordonnée des variables selon leur importance. Les variables les plus importantes sont les pre-
mières variables ajoutées à la liste. Néanmoins, il faut aussi se rappeler que des variables
individuellement peu pertinentes peuvent être très informatives si on les utilise conjointement.

La méthode BS est une procédure inverse de la précédente (par retraits successifs de va-
riables). On part de l’ensemble complet X des variables et on procède par élimination. À
chaque étape la variable la moins importante selon le critère d’évaluation est éliminée. Le
procédé continu jusqu’à ce qu’il reste qu’une seule variable dans l’ensemble des variables de
départ. À l’étape k, on supprime la variable xi telle que :

J(Xk) = max
xi∈Xk+1

J(Xk+1 \ {xi}) (4)

Une liste ordonnée selon l’ordre d’élimination des variables est ainsi obtenue. Les variables les
plus pertinentes sont alors les variables qui se trouvent dans les dernières positions de la liste.

La procédure BiS effectue sa recherche dans les deux directions (Forward et Backward)
d’une manière concurrentielle. La procédure s’arrête dans deux cas : (1) quand une des deux
directions a trouvé le meilleur sous-ensemble de variables avant d’atteindre le milieu de l’es-
pace de recherche ; ou (2) quand les deux directions arrivent au milieu. Il est clair que les
ensembles de variables sélectionnées trouvés respectivement par SFS et par SBS ne sont pas
égaux à cause de leurs différents principes de sélection. Néanmoins, cette méthode réduit le
temps de recherche puisque la recherche s’effectue dans les deux directions et s’arrête dès qu’il
y a une solution quelle que soit la direction.

2.3 Critères d’arrêt
Le nombre optimal de variables n’est pas connu a priori, l’utilisation d’une règle pour

contrôler la sélection-élimination de variables permet d’arrêter la recherche lorsque aucune
variable n’est plus suffisamment informative. Le critère d’arrêt est souvent défini comme une
combinaison de la procédure de recherche et du critère d’évaluation. Une heuristique, souvent
utilisée, consiste à calculer pour les différents sous-ensembles de variables sélectionnées une
estimation de l’erreur de généralisation par validation croisée. Le sous-ensemble de variables
sélectionnées est celui qui minimise cette erreur de généralisation.
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2.4 Les différentes approches de sélection
Il existe trois grandes familles d’approches :

Approches « Filtres » (Filters) : ces méthodes sélectionnent les variables indépendamment
de la méthode qui va les utiliser, elles se basent sur les caractéristiques de l’ensemble des don-
nées afin de sélectionner certaines variables et d’éliminer d’autres sous forme de pré-traitement
des données.

Approches « Symbioses » (Wrappers) : contrairement aux approches filtre qui ignorent to-
talement l’influence des variables sélectionnées sur la performance de l’algorithme d’appren-
tissage, les approches ”enveloppantes” utilisent l’algorithme d’apprentissage comme une fonc-
tion d’évaluation.

Approches « Intégrées » (Embedded) : ces méthodes exécutent la sélection variable pendant
le processus de l’apprentissage. Le processus de la sélection de variables est effectué parallè-
lement au processus de classement (ou de la régression). Le sous-ensemble de variables ainsi
sélectionnées sera choisi de façon à optimiser le critère d’apprentissage utilisé.

2.5 Sélection de variables et apprentissage symbolique
La sélection de variables dans le domaine de l’apprentissage symbolique (Machine Lear-

ning) est souvent limitée aux tâches de discrimination de données discrètes. De nombreuses
techniques ont été proposées dans ce domaine. La méthode FOCUS (Almuallim, 1994) est
basée sur une exploration exhaustive de tous les sous-ensembles de variables et choisir le plus
petit sous-ensemble qui couvre le mieux la sortie cible. L’approche ABB (Liu et Motoda, 1998)
estime aussi la pertinence d’une variable par une mesure de recouvrement. L’avantage de cette
dernière méthode est qu’elle est monotone. La méthode RELIEF (Kira et Rendell, 1992) estime
l’importance d’une variable par comparaison de cette variable et la classe correspondante sur
plusieurs sous-ensembles de données. Plusieurs autres méthodes ont été basées sur l’utilisation
de l’entropie croisée ou la courbe ROC. Ces méthodes sont très intéressantes mais elles sont
difficilement utilisables pour les problèmes qui nous concernent dans le cadre de ce projet, i.e.
en grande dimension avec des données généralement continues.

2.6 Sélection de variables et apprentissage connexionniste
La sélection de variables dans le domaine connexionniste est très attrayante et soulève de

nombreux enjeux à la fois théoriques et applicatifs fondamentaux (Bennani, 2001, 2006). En
effet, dans le cas des réseaux connexionnistes, le processus de la sélection de variables peut
être effectué parallèlement au processus de classement - ou de la régression. Le sous-ensemble
de variables ainsi sélectionnées sera choisi de façon à optimiser le critère d’apprentissage. En
plus, le nombre de variables est directement lié à l’architecture et à la complexité de la fonction
réalisable par le système connexionniste.

Dans le cas des systèmes d’apprentissage connexionniste, le nombre de variables est direc-
tement lié à l’architecture et à la complexité de la fonction réalisable par le modèle connexion-
niste. Plusieurs approches ont été proposées dans la littérature. La plupart de ces techniques
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emploient la première ou la deuxième dérivée de la fonction de coût par rapport aux poids pour
estimer l’importance des connexions.

Les méthodes les plus largement employées sont : Optimal Brain Damage (OBD) propo-
sée par Le Cun et al. (1990), et Optimal Brain Surgeon (OBS) par Hassibi et Stork (1993) qui
est une amélioration de la précédente. Pedersen et al. (1996) ont proposé γOBD et γOBS ,
où l’estimation de l’importance d’un poids est basée sur le changement associé dans l’erreur
de généralisation si le poids est élagué. D’autres variantes d’OBD et d’OBS ont été propo-
sées : Early Brain Damage (EBD) et Early Brain Surgeon (EBS) (Tresp et al., 1996). On peut
citer aussi Optimal Cell Damage (OCD) développée par Cibas et al. (1994) qui est une exten-
sion de OBD pour l’élagage des variables d’entrée. Ces méthodes se basent sur l’estimation
systématique de l’importance d’une connexion qui est définie comme le changement de l’er-
reur causé par la suppression de ce poids. L’emploi des dérivées premières pour la sélection
de variables peut être trouvé par exemple dans Dorizzi et al. (1996); Moody (1994); Ruck
et al. (1990). D’autres méthodes de sélection de variables utilisent les paramètres du système
d’apprentissage. Certaines de ces méthodes emploient : des tests statistiques pour évaluer un
intervalle de confiance pour chaque poids (M. et al., 1995), l’information mutuelle pour éva-
luer un ensemble de caractéristiques et sélectionner un sous-ensemble pertinent (Battiti, 1994),
des mesures heuristiques basées sur l’estimation de la contribution des variables dans la prise
de décision du système (Bennani et Bossaert, 1995; Yacoub et Bennani, 1997). Dans le cadre
de l’apprentissage bayésien MacKay (1994); Neal (1994) proposent une méthode de sélection
de variables Automatic Relevance Determination (ARD). Cette méthode utilise des hypothèses
de normalité sur la répartition des poids du réseau.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons détailler quelques méthodes en les regroupant
par type.

Les méthodes connexionnistes de sélection de variables sont en général de type “backwar-
d”. L’idée générale est de faire converger un réseau jusqu’à un minimum local en utilisant
toutes les variables et de faire ensuite la sélection. L’étape de sélection consiste à trier les va-
riables par ordre croissant de pertinence, supprimer la ou les variables les moins pertinentes
et ré-entraîné le réseau avec les variables restantes. Ce processus continue tant qu’un certain
critère d’arrêt n’est pas satisfait. Les méthodes qui suivent cette procédure comportent donc
deux phases : une phase d’apprentissage et une phase d’élagage qui peuvent être alternées. On
peut dire qu’une “vraie” procédure connexionniste de sélection de variables suit l’algorithme
général suivant :

1. Atteindre un minimum local

2. Calculer la pertinence de chaque entrée

3. Trier les entrées par ordre croissant de pertinence

4. Supprimer les entrées dont la pertinence cumulée est inférieur à un seuil fixé

5. Recommencer en 1. Tant que les performances estimées sur une base de validation ne
chutent pas

Les méthodes de sélection de variables en apprentissage connexionniste peuvent se regrouper
en trois grandes familles :
• Les méthodes d’ordre zéro
• Les méthodes du premier ordre
• Les méthodes du second ordre
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2.6.1 Méthodes d’ordre zéro

Pour estimer la pertinence d’une variable, les mesures d’ordre zéro utilisent les valeurs
des paramètres du système d’apprentissage (les valeurs des connexions, la structure, . . . ). Par
exemple la mesure de pertinence HVS (Yacoub et Bennani, 1997) repose sur les paramètres et
la structure du réseau connexionniste. Dans le cas d’un Perceptron multicouches à une seule
couche cachée, cette mesure est définie par :



pertinence d’une variable ζi =
∑

j∈Hidden

[
|ωji|P

i′∈Input

|ωji′ | ×
∑

k∈Output

|ωkj |P
j′∈Hidden

|ωkj′ |

]

critère d’évaluation J(Xk) =
∑

xi∈Xk

ζi

procédure de recherche Backward + réapprentissage

critère d’arrêt test statistique
(5)



pertinence d’une variable ζi =
∑

j∈Hidden

[
|ωji|P

i′∈Input

|ωji′ | ×
∑

k∈Output

|ωkj |P
j′∈Hidden

|ωkj′ |

]

critère d’évaluation J(Xk) =
∑

xi∈Xk

ζi

procédure de recherche Backward + réapprentissage

critère d’arrêt test statistique
(6)

Une autre méthode d’ordre zéro très efficace a été proposée par MacKay (1994) : Automatic
Relevance Determination (ARD). Dans cette méthode la pertinence d’une variable est estimée
par la variance de ses poids : la variable est éliminée si la variance correspondante est faible.

2.6.2 Méthodes du premier ordre

La dérivée de la fonction ψ que représente un système d’apprentissage connexionniste -
un réseau - par rapport à chacune de ses variables est très utilisée comme mesure de perti-
nence des variables. Si une dérivée est proche de zéro pour tous les exemples, alors la variable
correspondante n’est pas utilisée par le réseau, et peut donc être supprimé.

Dans le cas des PMC - Perceptrons multicouches -, cette dérivée peut se calculer comme
une extension de l’algorithme d’apprentissage. Comme ces dérivées peuvent prendre aussi bien
des valeurs positives que négatives, produisant une moyenne proche de zéro, c’est la moyenne
des valeurs absolues qui est généralement utilisée - ce sont les grandeurs des dérivées qui nous
intéressent. On trouve beaucoup de mesures de pertinences basées sur cette approche.
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La sensibilité de l’erreur à la suppression de chaque variable est utilisée par Moody dans
Moody (1994). Une mesure de sensibilité est calculée pour chaque variable xi pour évaluer
la variation de l’erreur en apprentissage si cette variable est supprimée du réseau. Le rem-
placement d’une variable par sa moyenne supprime son influence sur la sortie du réseau. La
définition de la pertinence est :

ζi = R(ω)− R̃(xi, ω) (7)

avec R̃(xi, ω) =
1
N

N∑
k=1

∥∥yk − ψ(xk1 , . . . , x
k
i , . . . , x

k
n)
∥∥2

(8)

N est la taille de la base d’apprentissage. Quand cette taille est très grande, Moody propose
d’utiliser une approximation qui donne la méthode de sélection suivante :



pertinence d’une variable ζi
N→∞∼=

1
N

N∑
k=1

(
xki − xi

) (
yk − ψ(xk, ω)

) ∂ψ(xk, ω)
∂xi

critère d’évaluation J(Xk) =
∑

xi∈Xk

ζi

procédure de recherche Backward

critère d’arrêt variation des performances en test
(9)

Ruck et al. (1990) proposent la méthode suivante :

pertinence d’une variable ζi =
N∑
k=1

∑
j∈Output

∣∣∣∣∂ψj(xk, ω)
∂xi

∣∣∣∣
critère d’évaluation J(Xk) =

∑
xi∈Xk

ζi

procédure de recherche Backward

critère d’arrêt seuil : moyenne des pertinences

(10)

Refenes et Zapranis (1999) utilisent l’élasticité moyenne de la sortie par rapport à chaque
variable : 

pertinence d’une variable ζi =
1
N

N∑
k=1

∣∣∣∣∂ψ(xk, ω)
∂xi

× xi
ψ(xk, ω)

∣∣∣∣
critère d’évaluation J(Xk) =

∑
xi∈Xk

ζi

procédure de recherche Backward

critère d’arrêt seuil : moyenne des pertinences

(11)
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Dans le cas des réseaux à fonctions radiales RBF - Radial Basis Functions -, Dorizzi et al.
(1996) utilisent le quantile à 95% de la distribution des valeurs absolues des dérivées de chaque
variable. 

pertinence d’une variable ζi = q.95

[∣∣∣∣∂ψ(x, ω)
∂xi

∣∣∣∣]
critère d’évaluation J(Xk) =

∑
xi∈Xk

ζi

procédure de recherche Backward

critère d’arrêt seuil : moyenne des pertinences

(12)

Pour un problème de discrimination, Rossi (1996) propose de ne considérer que les exemples
qui sont près des frontières interclasses :

xk ∈ frontier ≡
∥∥∇xkψ(xk, ω)

∥∥ > ε (13)



pertinence d’une variable ζi = 1
|Output|

∑
xk∈frontier

∑
j∈Output

∣∣∣∂ψj(xk,ω)
∂xi

∣∣∣∥∥∥∂ψj(xk,ω)
∂x

∥∥∥
critère d’évaluation J(Xk) =

∑
xi∈Xk

ζi

procédure de recherche Backward

critère d’arrêt seuil : moyenne des pertinences

(14)

2.6.3 Méthodes du second ordre

Pour estimer la pertinence d’une variable, les méthodes du second ordre calculent la déri-
vée seconde de la fonction de coût par rapport aux poids. Ces mesures sont des extensions des
techniques d’élagage des poids. La technique d’élagage la plus populaire est Optimal Brain
Damage (OBD) proposée par Le Cun et al. (1990). OBD est basée sur l’estimation de la varia-
tion de la fonction de coût R(w) lorsqu’un poids est supprimé du réseau. Cette variation peut
être approximée à l’aide d’un développement en série de Taylor :

δR̃(ωi) =
∑
i

∂R̃(ω)
∂ωi

δωi +
1
2

∑
i

∑
j

∂2R̃(ω)
∂ωi∂ωj

δωiδωj +O
(
δω3

)
(15)

Sous l’hypothèse que le réseau connexionniste a atteint un minimum local, le premier terme
de droite de cette formule est nul. Pour simplifier les calculs, Le Cun et al. (1990) supposent
en outre que la matrice Hessienne est nulle et le coût est localement quadratique. On obtient
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alors la formule simplifiée suivante :

δR̃(ωi) ≈ 1
2

∑
i

∂2R̃(ω)
∂ω2

i

δω2
i +O

(
δω3

)
(16)

≈ 1
2
Hiiδω

2
i (17)

La pertinence d’une connexion est alors estimée par :

pertinence(ωi) ≈
1
2
Hiiω

2
i (18)

La méthode de sélection de variables Optimal Cell Damage (OCD) développée par Cibas
et al. (1994) est basée sur la mesure de pertinence ci-dessus. Dans OCD, l’importance de
chaque variable s’obtient en sommant les importances des connexions qui partent de celle-ci :



pertinence d’une variable ζi = 1
2

∑
j∈fan−Out(i)

∂2R̃(w)
∂ω2

ji

ω2
ji

critère d’évaluation J(Xk) =
∑

xi∈Xk

ζi

procédure de recherche Backward

critère d’arrêt test statistique

(19)

où fan−Out(i) est l’ensemble des neurones qui utilisent comme entrée la sortie du neurone
i.

Dans OBD et OBS, la sensibilité d’un poids ne peut être évaluée correctement qu’autour
d’un minimum local de la fonction de coût. Tresp et al. (1996) proposent deux extensions
d’OBD et d’OBS : Early Brain Damage (EBD) et Early Brain Surgeon (EBS). EBD et EBS
peuvent être utilisées avec le “early stopping” comme critère d’arrêt de l’apprentissage. Dans
EBD, par exemple, la sensibilité d’un poids est donnée par la formule suivante :

pertinence(ωi) =
1
2
∂2R̃(w)
∂ω2

ji

ω2
ji −

∂R̃(w)
∂ωji

ωji +

(
∂R̃(w)
∂ωji

)2

∂2R̃(w)
∂ω2

ji

(20)

A partir de cette définition de pertinence et de la même façon que OCD, Leray et Gallinari
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(2001) propose la méthode ECD (Early Cell Damage) :

pertinence d’une variable ζi =
1
2

∑
j∈fan−Out(i)

∂2R̃(w)
∂ω2

ji

ω2
ji −

∂R̃(w)
∂ωji

ωji +

(
∂R̃(w)
∂ωji

)2

∂2R̃(w)
∂ω2

ji

critère d’évaluation J(Xk) =
∑

xi∈Xk

ζi

procédure de recherche Backward

critère d’arrêt test statistique
(21)

Pour cette méthode on supprime les variables une par une et on peut utiliser la technique de
early stopping pour arrêter l’apprentissage.

2.7 Sélection de variables et apprentissage non supervisé
Contrairement à la sélection de variables pour les systèmes d’apprentissage supervisé, rela-

tivement peu d’approches ont été proposées pour l’apprentissage non-supervisé (classification
automatique ou clustering). En effet, le problème de la sélection de variables en classification
automatique est un problème beaucoup plus difficile que dans le cas supervisé (discrimination)
où les données sont étiquetées (Guyon et al., 2006). Un autre problème important associé à
la classification concerne la détermination automatique du nombre de groupes (clusters) qui
est clairement influencé par l’issue de la sélection des variables. Enfin, la question ouverte est
comment évaluer/comparer les résultats de plusieurs classifications ?

Le théorème d’impossibilité proposé par (Kleinberg, 2002) indique qu’il n’existe pas de
méthode de classification qui vérifie simultanément les trois propriétés suivantes :
• invariance à l’unité de mesure des distances : la multiplication par un scalaire de distance

utilisée par un algorithme ne modifie pas la partition qu’il découvre,
• exhaustivité : pour toute partition de l’ensemble des individus, il existe une distance qui

permette à l’algorithme de classification de la découvrir,
• consistance : si une partition de l’ensemble des individus.

2.7.1 Approches filtres non supervisées

La majeure partie des approches filtres que l’on rencontre en apprentissage non supervisé
peuvent être regroupées en deux catégories :
• celles qui s’appuient sur le calcul de corrélations ou sur l’estimation de l’information

mutuelle entre variables et qui permettent d’éliminer soit les variables redondantes (Mi-
tra et al., 2002; Vesanto et Alhoniemi, 2000), soit les variables non pertinentes (Sorg-
Madsen et al., 2003) ;
• celles qui se fondent sur la notion de densité de l’espace des données (Dash et al., 2002;

He et al., 2006; Pal et al., 2000).
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Corrélation et information mutuelle
On considère souvent qu’un sous-ensemble optimal de variables pertinentes doit être mi-

nimal, cela a conduit certains auteurs à proposer des méthodes de sélection de variables qui
se focalise sur l’élimination des dimensions redondantes. Ainsi, Mitra et al. (2002) définissent
l’indice de compression maximale de l’information (maximal information compression index)
comme la plus petite valeur propre de la matrice de corrélation des variables prises deux à
deux et proposent une procédure itérative d’élimination des attributs redondants en s’appuyant
sur cette mesure de dissimilarité. Vesanto et Ahola (1999) proposent une détection visuelle des
corrélations en se basant sur la construction d’une carte auto-organisées.

Ces deux approches s’appuient sur une mesure de corrélation linéaire entre variables et
elles ne permettent d’éliminer qu’une partie de la redondance. Ainsi, si on considère un couple
de variables aléatoires (X,Y ) tel que pour toute réalisation x de la variableX , la réalisation de
Y est y = x2, le coefficient de corrélation linéaire entre ces deux variables sera proche de zéro
bien que l’ensemble {X,Y } soit redondant car la réalisation de la variable Y peut se déduire
sans peine de celle de X . De manière naturelle, on peut penser lever cette limitation majeure
en remplaçant la mesure de corrélation linéaire par une mesure d’information mutuelle dont
nous rappelons la définition ci-dessous :

I(X,Y ) = −
∫
x,y

p(X = x, Y = y) log
p(X = x, Y = y)
p(X = x) p(Y = y)

dx (22)

= H(X) +H(Y )−H(X,Y ) (23)

avec H(X) = −
∫
x

p(X = x) log p(X = x) dx (24)

où H(X) est l’entropie au sens de Shanon associée à la variable aléatoire X . Néanmoins,
l’évaluation de cette mesure nécessite de connaître d’une part les densités de probabilité des
variables aléatoires X et Y , et d’autre part leur densité de probabilité conjointe. Bien entendu,
ces informations ne sont en pratique pas disponibles et l’estimation, à la fois rigoureuse et
efficace, de l’information mutuelle demeure un problème difficile (Kraskov et al., 2004).

Lorsqu’on cherche à segmenter un ensemble d’individus en apprentissage non supervisé,
on considère qu’une dimension pertinente est généralement liée à une variable latente qui in-
dique le groupe des observations. Ainsi, en supposant qu’il existe au moins deux variables per-
tinentes, (Sorg-Madsen et al., 2003) proposent d’utiliser une stratégie ascendante guidée par
une mesure de dépendance entre chaque couple de variables ; les dimensions indépendantes de
toutes les autres sont alors associées à du bruit et sont éliminées. Ils utilisent deux mesures de
liaisons différentes : l’information mutuelle et le pouvoir prédictif mutuel.

Utilisation de la densité des données
L’objectif de l’apprentissage non supervisé est de découvrir et de comprendre la structure

d’un ensemble d’individus ; ainsi, une variable distribuée uniformément peut être considérée
comme non pertinente car elle ne met aucune structure en exergue. En se basant sur cette
observation, Dash et al. (2002) proposent une nouvelle mesure d’entropie pour guider une ap-
proche ascendante. Une formulation légèrement différente de cette observation a été proposée
par He et al. (2006) : « dans de nombreux problèmes d’apprentissage comme la classification,
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la structure locale de l’espace des données est plus importante que la structure globale. » Ils
proposent alors une mesure d’évaluation, le score laplacien (Laplacian Score), qui est basée
sur le respect de la structure d’un graphe de voisinage entre les individus. Antérieurement, Pal
et al. (2000) avaient utilisé un degré d’appartenance de deux individus à un même ensemble
flou qu’ils faisaient apprendre à un réseau neuromimétique de type perceptron multicouche.
Les poids du réseaux indiquent alors la contribution de chaque dimension au degrés d’appar-
tenance et peuvent utilisés commme mesure d’évaluation.

Approches symbioses et intégrées
Sorg-Madsen et al. (2003) complètent leur approche « filtre » présentée plus haut en l’hy-

bridant avec une approche « symbiose » : après avoir éliminer les variables non pertinentes,
ils estiment les paramètres d’un modèle de mélange. Ils se ramènent ainsi au cas de l’appren-
tissage supervisé et construisent un classificateur naïf de Bayes dont la précision est utilisée
pour guider une procédure de recherche ascendante. Dans Dy et Brodley (2000, 2004), les
auteurs restent dans le cadre non supervisé en proposant différentes approches ascendantes ba-
sées sur les modèles de mélanges qui sont guidées soit le maximum de vraisemblance, soit la
séparabilité des classes.

Guérif et Bennani (2006) utilisent une classification à deux niveaux combinée à la valeur
test (Morineau, 1984) pour identifier les variables les plus significatives ; le premier niveau de
la classification est formée par une carte auto-organisée (Kohonen, 2001) qui est segmentée en
utilisant l’algorithme des k-moyennes associé à l’indice de Davies-Bouldin (Davies et Bouldin,
1979) pour fixer le nombre de groupes (Vesanto et Alhoniemi, 2000). La statistique Λ de Wilks
est utilisée pour stopper leur procédure en se basant sur la séparabilité des classes.

La sélection de variables peut être vue comme un problème de sélection de modèles. Ainsi,
Raftery et Dean (2006) adoptent une recherche séquentielle bidirectionnelle et ils retiennent
le modèle optimal au sens du critère BIC (Bayesian Information Criterion) (Schwarz, 1978).
Leur méthode permet de considérer à chaque étape différents modèles plus ou moins contraints
comportant un nombre variable de groupes. Dans Law et al. (2004), les auteurs définissent une
mesure de saillance (saliency) et ajoutent de nouveaux paramètres aux modèles de mélange
pour intégrer la sélection de variables directement à la fonction de coût optimisée par l’al-
gorithhme EM. Ils déterminent le nombre de composantes du mélange selon le critère MML
(Minimum Message Length).

2.7.2 Evaluation et critères de validité

Dans le contexte de la classification automatique, il est naturel de s’interroger sur la vali-
dité de la partition obtenue. Les groupes découverts correspondent-ils à nos connaissances à
priori ? Correspondent-ils vraiment à l’ensemble d’objets dont on dispose ? De deux classifica-
tions, laquelle est la plus pertinente ? Ces différentes questions permettent de distinguer trois
catégories de critères (Jain et Dubes, 1988) :
• les critères externes qui permettent de répondre à la première question et de mesurer

l’adéquation entre une partition et les connaissances à priori dont on dispose ;
• les critères internes qui quantifient l’adéquation entre une partition et l’idée subjective

que l’on se fait d’une « bonne » classification ; ainsi, les propriétés les plus communé-
ment recherchées sont la compacité et la séparabilité des groupes découverts ;
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• les critères relatifs qui s’intéressent à la troisième et dernière question et à défaut de
donner une appréciation absolue de la validité d’une partition, ils permettent d’ordonner
plusieurs classifications et d’en choisir « une meilleure ».

Critères externes
Les critères externes se ramènent au problème ancien de la comparaison de partitions et une

littérature abondante est disponible sur le sujet (Fowlkes et Mallows, 1983; Hubert et Arabie,
1985; Meilă, 2003, 2005, 2007; Rand, 1971; Wallace, 1983). Une manière simple de comparer
deux partitions C et C′ consiste à contruire une table de contingence (figure 3) qui donne une
appréciation intuitive de leur adéquation. Le calcul de la plupart des critères s’appuie d’ailleurs
soit directement sur cette table soit un comptage des accords et des désaccords que l’on peut
déduire à l’aide des formules de linéarisation suivantes (Hubert et Arabie, 1985; Jain et Dubes,
1988) :

N00 =
1
2

n2 +
K∑
i=1

K′∑
j=1

n2
ij −

 K∑
i=1

n2
i. +

K′∑
j=1

n2
.j

 (25)

N11 =
1
2

K∑
i=1

K′∑
j=1

nij(nij − 1) (26)

N01 =
1
2

 K′∑
j=1

n2
.j −

K∑
i=1

K′∑
j=1

n2
ij

 (27)

N10 =
1
2

 K′∑
i=1

n2
i. −

K∑
i=1

K′∑
j=1

n2
ij

 (28)

Les nombres de paires d’objets qui sont séparés ou regroupés dans les deux partitions sont
notés respectivement N00 et N11. N01 indique le nombre de paires d’objets séparés dans la
première partition et regroupés dans la seconde. De manière analogue, N10 désigne le nombre
de paires d’objets regroupés dans la première partition et séparés dans la seconde.

C′1 . . . C′j . . . C′K′
C1 n11 . . . n1j . . . n1K′ n1.

...
...

. . .
...

. . .
...

...
Ci ni1 . . . nij . . . niK′ ni.
...

...
. . .

...
. . .

...
...

CK nK1 . . . nKj . . . nKK′ nK.
n.1 . . . n.j . . . n.K′ N

FIG. 3 – Exemple de table de contingence entre de deux partitions C = {Ci : i = 1, . . . ,K}
et C′ = {C′j : j = 1, . . . ,K ′} d’un même ensemble de N objets ; les marges ni. et n.j
indiquent respectivement les effectifs des classes Ci et C′j .
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Il convient de remarquer que les critères de comparaison que l’on peut construire à partir
de N00, N11, N01 et N10 correspondent à des mesures de dissimilarité binaires dont un grand
nombre peuvent s’exprimer sous la forme suivante (Li, 2006) :

dα,δ =
N10 +N01

αN11 +N10 +N01 + δN00
(29)

où α et δ sont deux paramètres qui permettent de pondérer la prise en compte respective des
regroupement ou séparation simultanées d’une paire d’objets dans deux partitions. La table 1
rappelle la définition de quelques mesures et le lecteur intéressé en trouvera une présentation
plus complète de ces mesures ou de leur propriété dans Albatineh et al. (2006), Jouve et al.
(2001), Lourenço et al. (2004), Roux (1985) et Li (2006).

Mesure Similarité Dissimilarité

Sokal & Sneath (I)
1
2N11

1
2N11+N10+N01

N10+N01
1
2N11+N10+N01

Rogers & Tanimoto
1
2 (N11+N00)

1
2 (N11+N00)+N10+N01

N10+N01
1
2 (N11+N00)+N10+N01

Jaccard N11
N11+N10+N01

N10+N01
N11+N01+N10

Rand N11+N00
N11+N10+N01+N00

N10+N01
N11+N10+N01+N00

Czekanowski-Dice 2N11
2N11+N10+N01

N10+N01
2N11+N10+N01

Sokal & Sneath (II) 2(N11+N00)
2(N11+N00)+N10+N01

N10+N01
2(N11+N00)+N10+N01

Kulczynski (II) 1
2

(
N11

N11+N10
+ N11

N11+N01

)
1− 1

2

(
N11

N11+N10
+ N11

N11+N01

)
Ochiai N11√

(N11+N10)(N11+N01)
1− N11√

(N11+N10)(N11+N01)

Russel & Rao N11
N11+N10+N01+N00

1− N11
N11+N10+N01+N00

TAB. 1 – Quelques mesures de similarité et de dissimilarité binaire.

D’autres critères se calculent directement à partir de la table de contingence. Le critère de
Larsen, le critère de Meilă & Heckerman (Meilă, 2005, 2006), la distance de transfert maxi-
mum (Charon et al., 2006) ou la variation d’information (Meilă, 2003, 2005, 2007) en sont des
exemples. Enfin, il convient de rappeler qu’une part non négligeable de la similarité entre deux
partitions doit être attribuée au hazard et que cela a conduit de nombreux auteurs à proposer
des méthodes de correction d’indices ; le lecteur qui souhaite approfondir cette question est
invité à consulter Albatineh et al. (2006), Fowlkes et Mallows (1983), Hubert et Arabie (1985)
ou encore Meilă (2007).
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Critères internes
Les critères internes visent à quantifier l’adéquation entre une partition et l’idée subjective

que l’on se fait d’une « bonne » classification en se basant uniquement sur les propriétés des
données. Les valeurs de ce type de critère sont généralement très dépendantes du jeu de don-
nées utilisé et déterminer une valeur de référence peut s’avérer coûteux. Nous ne détaillerons
pas ce point dans le cadre de cet article mais le lecteur est invité à consulter Jain et Dubes
(1988) pour obtenir davantage d’information.

Critères relatifs
Les critères relatifs sont les plus largement utilisés et permettent d’ordonner différentes

partitions en fonction de l’idée subjective que l’on se fait d’une « bonne » classification ; ainsi,
on recherche généralement des groupes compacts et bien séparés. Etablir une liste exhaustive
de ce type de critères dépasse largement le cadre de cet article et seules les définitions de deux
indices de ce type sont rappelées ci-dessous :

– Indice de Dunn : dans le cas d’une classification dure, l’indice de Dunn (Halkidi et al.,
2001, 2002a,b) tient compte à la fois de la compacité et de la séparabilité des groupes :
la valeur de cet indice est d’autant plus faible que les groupes sont compacts et bien
séparés. Notons que la complexité de l’indice de Dunn devient prohibitive dès qu’on
manipule de grands ensembles d’objets ; il est par conséquent rarement utilisé.

IDunn =
min{Dmin(Ci, Cj) : i 6= j}

max{Smax(Ci)}
(30)

où Dmin(Ci, Cj) est la distance minimale qui sépare un objet du groupe Ci d’un objet du
groupe Cj et où Smax(Ci) est la distance maximale qui sépare deux objets du groupe Ci :

Dmin(Ci, Cj) = min {‖x− y‖ : x ∈ Ci et y ∈ Cj} (31)
Smax(Ci) = max {‖x− y‖ : (x, y) ∈ Ci × Ci} (32)

– Indice de Davies-Bouldin : dans le cas d’une classification dure, l’indice de Davies-
Bouldin (Davies et Bouldin, 1979) tient compte à la fois de la compacité et de la sé-
parabilité des groupes : la valeur de cet indice est d’autant plus faible que les groupes
sont compacts et bien séparés. Cet indice dont la complexité en θ (K × (N +K)) est
raisonnable favorise les groupes hypersphériques et il est donc particulièrement bien
adapté pour une utilisation avec la méthode des K-moyennes.

IDB =
1
K

K∑
k=1

max
l 6=k

{
Sc(Ck) + Sc(Cl)
Dce(Ck, Cl

}
(33)

où Sc(Ci) est la distance moyenne entre un objet du groupe Ci et son centre, et où
Dce(Ci, Cj) est la distance qui sépare les centres des groupes Ci et Cj :

Sc(Ci) =
1
Ni

Ni∑
i=1

‖x− ωi‖ (34)

Dce(Ci, Cj) = ‖ωi − ωj‖ (35)
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2.7.3 Approches symbioses et intégrées non supervisées

De nombreuses approches de sélection de variables pour la classification automatique uti-
lisent les modèles de mélanges comme cadre théorique (Dy et Brodley, 2000, 2004; Law et al.,
2004; Raftery et Dean, 2006; Sorg-Madsen et al., 2003) et s’appuient sur l’algorithme EM
(Expectation Maximization) (Dempster et al., 1977).

Principes des modèles de mélange
On suppose que l’ensemble d’individus dont on dispose a été obtenu en fusionnant plu-

sieurs sous-populations qui suivent chacune une loi de probabilité propre. La probabilité qu’un
individu x soit issu de ce mélange de paramètres θ = (α1, θ1, . . . , αi, θi, . . .) est alors donnée
par :

p(x|θ) =
∑
i

αi × pi(x|θi) (36)

où les coefficients de mélange αi satisfont
∑
i αi = 1, et où les densités de probabilité de

chaque sous-population Ci sont données par les lois pi(x|θi) de paramètres θi. Rappelons que
toute distribution continue peut être approximée à l’aide d’un modèle de mélange dès lors que
ses composantes sont assez nombreuses et que leurs paramètres sont bien choisis.

L’estimation du nombre et des paramètres de composantes est un problème difficile et dans
la plupart des applications seuls les mélanges de lois normales sont considérés. Lorsqu’on
impose de plus que toutes les lois normales du mélange aient la matrice identité comme matrice
de covariance, on retrouve le cas des k-moyennes.

Algorithme EM
L’algorithme le plus répandu pour estimer les paramètres d’un mélange est l’algorithme

EM (Expectation Maximization) introduit par Dempster et al. (1977). Il consiste à itérer les
deux phases suivantes jusqu’à ce que l’amélioration de la log vraisemblance du modèle soit
inférieure à un seuil ε > 0 fixé :

1. Estimation : on suppose fixés les paramètres θ̂ =
(
α̂1, θ̂1, α̂2, θ̂2, . . .

)
du modèle et

on calcule la probabilité p(x|θ̂i) qu’un objet x ∈ Ω ait été généré par la composante
correspondant à la sous-population Ci :

p(x|θ̂i) =
αi × p(x|θ̂i)∑
k αk × p(x|θ̂k)

(37)

2. Maximisation : on suppose cette fois fixée la partition floue de l’ensemble des objets
x ∈ Ω dont les degrés d’appartenance sont donnés par les probabilités p(x|θ̂i). On
cherche alors les paramètres θ̃ du modèle qui maximisent sa log vraisemblance

logL(θ|Ω) =
∑
x∈Ω

p(x|θ) (38)

θ̃ = arg max
θ

{logL(θ|Ω)} (39)
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Les coefficients optimaux du mélange sont définis par :

α̃i =
1
N

∑
x∈Ω

x× p(x|θ̂i) (40)

où N est le nombre d’individus présents dans Ω.

2.7.4 Stabilité

Une étude de la stabilité d’une classification est un moyen d’évaluer la validité des groupes
formés ; en d’autres termes, cela permet de vérifier que les groupes formés ne sont pas le fruit
du hasard mais correspondent effectivement à une structure cachée mais présente dans les don-
nées. Ainsi, Ben-Hur et al. (2002) proposent de combiner les techniques de ré-échantillonnage
à l’indice de Jaccard pour déterminer le nombre de groupes naturels d’un ensemble d’indivi-
dus. Fred et Jain (2002, 2005) définissent une nouvelle mesure de similarité entre individus en
s’appuyant sur la stabilité des groupes formés par différents algorithmes ou en utilisant diffé-
rentes valeurs de paramètres ; deux individus sont d’autant plus similaires qu’ils sont souvent
regroupés.

2.8 Réduction des dimensions par extraction de traits

Les méthodes utilisées pour l’extraction de traits sont très variées, et nous ne prétendons pas
de ce court document en faire le tour. Nous rappellerons brièvement les principes des méthodes
linéaires (ACP, MDS), puis décrirons quelques méthodes non linéaires qui ont fait l’objet de
nombreuses études depuis cinq ans. Nous nous intéressons en particulier aux méthodes utilisant
des graphes, comme Isomap, LLE et leurs variantes. Dans le cadre du projet InfoMagic, nous
nous pencherons plus particulièrement sur les applications de ces méthodes au traitement des
données textuelles.

On considère un espace d’observations χ, qui n’est pas nécessairement Rn, ce qui permet
de généraliser les méthodes proposées aux cas où l’on ne dispose pas d’une représentation vec-
torielle des données à traiter, par exemple les données structurées (arbres ou graphes). L’espace
de caractéristiques H est relié à l’espace d’observation par une application :

Φ : χ→ H

x 7→ φ(x)

Les données d’apprentissage sont un ensemble fini de points {xi}, ou bien, dans le cas de
l’apprentissage supervisé, un ensemble fini de couples (point, étiquette) {(xi, yi)}.

2.8.1 Méthodes linéaires

Nous rappelons brièvement les principes de deux méthodes classiques d’analyse de don-
nées, qui sont le fondement de plusieurs méthodes non linéaires plus récentes.
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Analyse en Composantes Principales (ACP)
L’analyse en composantes principales (ACP) est une ancienne approche (aussi connue sous

le nom de transformation de Karhunen Loeve dans la communauté du traitement de signal), qui
effectue une réduction de dimension par projection des points orignaux dans un sous-espace
vectoriel de dimension plus réduite. L’ACP détermine des axes de projections orthogonaux,
qui maximisent la variance expliquée. Dans la base formée par ces axes, les coordonnées ne
sont pas corrélées.

L’ACP maximise la variance de la projection dans l’espace de caractéristiques, ce qui est
équivalent à minimiser l’erreur quadratique moyenne de reconstruction.

L’ACP se calcule en diagonalisant la matrice de corrélations, le plus souvent en utilisant
une décomposition en valeurs singulières (SVD). L’analyse en composantes principales est très
utilisée car elle est simple à mettre en oeuvre. Elle est limitée par son caractère linéaire : il est
facile d’imaginer des situations dans lesquelles l’ACP n’apporte aucune information utilisable
(par exemple, des données réparties sur un tore en dimension n).

Multi-Dimensional Scaling (MDS)
Dans de nombreux cas, on connaît les distances entre les points d’un ensemble d’apprentis-

sage (on peut utiliser une mesure de similarité plus sophistiquée que la distance euclidienne,
comme indiquée dans la section suivante), et on cherche à obtenir une représentation en faible
dimension de ces points. La méthode de positionnement multidimensionnel (MDS) permet de
construire cette représentation. L’exemple classique est d’obtenir la carte d’un pays en partant
de la connaissance des distances entre chaque paire de villes. L’algorithme MDS est basé sur
une recherche de valeurs propres.

MDS permet de construire une configuration de m points dans Rd à partir des distances
entre m objets. On observe donc m(m− 1)/2 distances. Il est toujours possible de générer un
positionnement de m points en m dimensions qui respecte exactement les distances fournies.
MDS calcule une approximation en dimension d < m.

L’algorithme est le suivant :

– Moyennes des distances carrées par rangées : µi =
1
n

∑
j

Dij

– Double centrage (distance carrée vers produit scalaire) :

Pij = −1
2

(
Dij − µi − µj +

∑
i

µi

)

– Calcul des vecteurs propres vj et valeurs propres λj principales de la matrice P (avec
les λ2

j les plus grands).
– La i-ème coordonnée réduite de l’exemple j est

√
λj vij

Notons que la matrice de distance D doit être semi définie positive. Les méthodes linéaires
comme l’ACP et le MDS ne donnent des résultats intéressants que si les données sont situées
sur un sous-espace linéaire. Elles ne peuvent traiter le cas où les données sont sur une variété
très non linéaire.



Y. Bennani et al.

2.8.2 Méthodes non-linéaires

Les méthodes linéaires reposent (au moins implicitement) sur l’utilisation d’une distance
euclidienne (liée au produit scalaire ordinaire). Dans de nombreuses applications, la distance
euclidienne n’a pas grand sens ; elle suppose en particulier que toutes les variables sont com-
parables entre elles (elles doivent donc avoir été convenablement normalisées). La théorie des
espaces de Hilbert permet de définir d’autres produits scalaires, basés sur des fonctions noyaux
k(x, y). k est alors une mesure de similarité entre les points de l’ensemble à traiter. Le noyau k
défini implicitement une application de l’espace d’origine vers un "espace de caractéristiques"
H . La dimension de l’espace H est éventuellement infinie. De nombreuses méthodes statis-
tiques peuvent s’exprimer en ne recourant qu’à des produits scalaires entre les points à traiter
et les exemples d’apprentissage. Si l’on remplace le produit scalaire habituel par un noyau k,
on rend la méthode non-linéaire ; c’est le "truc du noyau" (kernel trick), qui a fait l’objet de
nombreuses recherches depuis son introduction par Vapnik Boser et al. (1992) dans le cadre
des machines à vecteurs de support (SVM).

La notion de noyau peut être utilisée pour la réduction de dimension, comme nous allons
le voir dans la section suivante.

Kernel PCA
La première approche permettant d’appliquer l’ACP au cas de données situées sur une va-

riété non linéaire est d’effectuer des approximations locales : on calcule une ACP pour un
groupe de points proches les uns des autres. Cette approche pose le problème de la définition
des voisinages et du traitement des points nouveaux rencontrés loin des exemples connus.

Une autre approche, formalisée par B. Schölkopf en 1998 Schölkopf et al. (1999), utilise le
kernel trick pour rendre non linéaire l’ACP traditionnelle. En effet, le calcul de l’ACP ne fait
intervenir que des produits scalaires entre les points (pour le calcul de la matrice de covariance)
et ne considère jamais les coordonnées d’un point isolé. Si l’on remplace le produit scalaire
par un noyau, on calcule donc les composantes principales dans l’espace de caractéristiques
H , et on peut ainsi accéder à des corrélations d’ordre supérieur entre les variables observées.
Remarquons que l’on peut calculer la projection d’un point ne faisant pas partie de l’ensemble
d’apprentissage, ce qui n’est pas le cas de toutes les méthodes de réduction de dimension non
linéaires.

Isometric feature mapping (Isomap)
Isomap (Tenenbaum et al., 2000) est une méthode de réduction de dimension qui, comme

MDS, part de la connaissance de la matrice des distances entre les paires de points. Le but est
cette fois de trouver une variété (non linéaire) contenant les données. On exploite le fait que
pour des points proches, la distance euclidienne est une bonne approximation de la distance
géodésique sur la variété. On construit un graphe reliant chaque point à ses k plus proches
voisins. Les longueurs des géodésiques sont alors estimées en cherchant la longueur du plus
court chemin entre deux points dans le graphe. On peut alors appliquer MDS aux distances
obtenues afin d’obtenir un positionnement des points dans un espace de dimension réduite.

Locally Linear Embedding (LLE)
LLE (locally linear embedding, ou plongement localement linéaire) (Roweis et Saul, 2000)
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a été présenté en même temps qu’Isomap et aborde le même problème par une voie différente.
Chaque point est ici caractérisé par sa reconstruction à partir de ses plus proches voisins. LLE
construit une projection vers un espace linéaire de faible dimension préservant le voisinage.

Segmentation spectrale (spectral clustering)
La segmentation spectrale (spectral clustering) (Weiss, 1999; Ng et al., 2002) est une tech-

nique de réduction de dimension couplée à une segmentation. Le but est de regrouper les
données de chaque segment (cluster) sur une sous-variété linéaire séparée de faible dimension.

Méthodes supervisées (S-Isomap)
Lorsque des informations sur les classes présentes dans les données sont disponibles (clas-

sification supervisée), il est possible d’en tenir compte lors de la construction de la matrice
de distances utilisée par les méthodes de réduction de dimension (Vlachos et al., 2002; Geng
et al., 2005). Cette technique permet à peu de frais d’améliorer la précision du résultat. Les au-
teurs proposent de l’utiliser pour construire un classificateur, qui semble obtenir des résultats
corrects sur les données testées (benchmarks académiques).

3 Liste des problèmes résiduels importants

3.1 Sélection de variables

Variabilité du sous-ensemble de variable sélectionnées
Beaucoup de méthodes de sélection de variables sont sensibles à des petites perturbations
des conditions expérimentales. Si les données ont des variables redondantes, différents sous-
ensembles de variables avec le même pouvoir prédictif peuvent être obtenus en fonction des
conditions initiales de l’algorithme d’apprentissage : la suppression ou l’ajout de quelques va-
riables ou d’exemples d’apprentissage, ou l’addition de bruit. Cette variabilité est indésirable
parce que (i) la variance est souvent le symptôme "d’un mauvais" modèle qui ne généralise pas
bien ; (ii) les résultats ne sont pas reproductibles ; et (iii) un sous-ensemble de variables ne sera
pas représentatif du problème. Une méthode possible pour stabiliser la sélection de variables
consiste à utiliser des techniques de “bootstraps”. Le processus de sélection de variables est
répété avec les sous-échantillons des données d’apprentissage. L’union des sous-ensembles de
variables choisies dans les divers “bootstraps” est prise comme le sous-ensemble "stable" final.
Ce sous-ensemble commun peut être au moins aussi pertinent que le meilleur sous-ensemble
des “bootstraps”. L’analyse du comportement des variables à travers les divers “bootstraps”
pourra aussi fournir une nouvelle compréhension du problème.

Procédure de recherche Forward vs. Backward
Le choix de la procédure de recherche est un sujet encore ouvert. Il est souvent dit que la pro-
cédure de recherche Forward est, de point de vue calculatoire, plus efficace que la procédure
Backward pour produire les sous-ensembles de variables pertinentes. Cependant, la recherche
par la procédure Forward ne tient pas compte du contexte d’autres variables non incluses en-
core. Le problème de l’importance mutuelle est absent dans cette procédure de recherche.



Y. Bennani et al.

Sélection des exemples
Les problèmes duels de sélection/construction de variables sont ceux de sélection/construction
de forme (exemple/observation). La symétrie des deux problèmes montre que certains algo-
rithmes de sélection de variables peuvent s’appliquer aussi au choix d’exemples pour les mé-
thodes à noyaux par exemple. La similitude et la complémentarité des deux problèmes sont
évidentes. Particulièrement, des exemples mal étiquetés peuvent inciter le choix de fausses
variables pertinentes. Au contraire, si l’étiquetage est fortement fiable, le choix de fausses va-
riables pertinentes peut être évité en se concentrant sur les exemples du voisinage de la frontière
de décision.

Problème inverse (causalité)
Dans certains domaines d’application, particulièrement dans la bio-informatique, la sélec-
tion d’un sous-ensemble de variables pertinentes En diagnostic, par exemple, il est important
d’identifier les facteurs qui ont déclenché une maladie particulière ou démêler la chaîne d’évé-
nements des causes aux symptômes. En effet, le problème de la causalité représente une tâche
plus stimulante que la juste sélection de variables pertinentes. Au coeur de ce problème est la
distinction entre la corrélation et la causalité. Les données disponibles pour les chercheurs en
apprentissage artificiel et en statistique nous permettent seulement d’observer des corrélations.
Par contre le problème de causalité n’est que rarement exploré.

3.2 Extraction de traits
Les méthodes de réduction de dimension LLE et Isomap mentionnées ci-dessus ont de

fort liens avec l’analyse en composantes principales non-linéaire (kernel PCA) (Bengio et al.,
2004a; Burges, 2005). Isomap et LLE ne permettent pas le calcul efficace de la projection d’un
nouveau point, ne faisant pas partie de l’ensemble d’apprentissage. On peut contourner le pro-
blème en estimant une application de l’espace d’origine vers l’espace réduit, par exemple à
l’aide d’un réseau connexionniste. Cette approche est toutefois coûteuse et peu précise. L’in-
terprétation de la réduction de dimension comme un apprentissage des fonctions propres d’un
opérateur donné par un noyau dépendant des données permet une extension naturelle aux points
hors échantillon (Bengio et al., 2004b; Paiement, 2003). Cette interprétation des algorithmes
en termes de noyaux est aussi approfondie dans Ham et al. (2004).

Notons aussi que les méthodes présentées sont susceptibles de mal se comporter en pré-
sence de bruit sur les données. Elles sont aussi sensibles à l’accroissement du nombre de di-
mension de l’espace initial (elles n’évitent donc pas le curse of dimensionality) car elles re-
posent en dernier ressort sur une recherche des plus proches voisins dans cet espace (Bengio
et al., 2005).

Dans le cadre de la première phase du projet, nous proposons d’étudier les applications
des algorithmes de réduction de dimension présentés au traitement de données textuelles, et de
comparer leurs propriétés à celle des méthodes connexionnistes.
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Summary
Since several years, the volume of available data does not stop growing; whereas at the

beginning of the eighties the amount of databases was measured in mega-bytes, it is expressed
today in tera-bytes and sometimes even in peta-bytes. The number of variables and the number
of examples can take very high values, and that can causes some problems for data exploration
and analysis process. Thus, the development of processing tools adapted to these massive
databases is a major stake for data mining. The dimensionality reduction makes it possible
and facilitates visualization and understanding of the data, reduce the storage space and the
running time, and finally identify the relevant features. In this article, we present a review about
dimensionality reduction techniques primarily based on variables selection in supervised and
unsupervised learning, and some geometrical methods for non linear dimensionality reduction.


