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Résumé. Les avancées technologiques récentes ont permis d’acgiaés de
nombreux domaines des corpus de graphes. Une problématigpiein essor
consiste a classer ces données complexes pour établipidésgies. Différentes
approches développées en fouille de données sont préseiatgg cet article: la
visualisation de graphes dans une perspective explagataicaractérisation des
graphes par des descripteurs structurels et fonctionpaigjes sous-structures
et par des décompositions spectrales, et les méthodes axnoya

1 Introduction

Pour les pionniers de l'utilisation intensive de l'infortitpue dans I'analyse des données
il y a une trentaine d’années, la taiche ne manquait pas; qseicen Sciences Humaines
ou en Sciences de la Vie par exemple, les données s'offraiBahalyse sous un angle dif-
férent avec des technologies prometteuses. Au début déeamuatre-vingt, I.C. Lerman
notait : « on peut a présent prétendre dégager, derriererandegmasse d’informations, des
structures d'organisation entre ces derniéres, et celaanddgoonheur d'investigation dans
les nombreuses disciplines (...) ou la part due a I'obsienvadt donc a la collecte des don-
nées est si importante » Lerman (1981). Si les corpus exandirgette époque avaient été
savamment, et souvent laborieusement, constitués pamxges®de divers champs discipli-
naires, les technologies d’aujourd’hui permettent dee@l@unon seulement des volumes de
données trés importants sur des échelles de temps de pllsseréguites, mais également
des données de plus en plus complexes qui ne se réduiserdiplipiement a des tableaux
Individus x Variables.

Les graphes, qui modélisent des systemes de relationgsegient une illustration pa-
radigmatique de I'accessibilité de ces nouvelles donn&dire d’exemple, T. Abello et al.

Cet article est la transcription d’une communication invipéésentée aux‘3*¢* journées thématiques Appren-
tissage Atrtificielle et Fouille de Données. Il n’est donc pasétat de I'art exhaustif mais une introduction a une
problématique en plein essor dans de nombreux domaines.
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Abello et al. (1999) de chez AT&T considérent des graphegpiés quotidiens -dont les som-
mets sont des numéros de téléphones et les arétes repnédesitmmmunications effectuées-
de plus de50 millions de sommets €ett70 millions d’arétes. Pour estimer des paramétres sur
la Toile, Barabasi et al. Albert et al. (1999) travaillent des graphes échantillons 8@0000
documents et500000 liens (environ).03% de la taille du web indexable a cette époque). Les
graphes de contacts ou de co-citations des réseaux sogilsamis de mes amis de mes amis
.. ») portent maintenant sur des centaines de milliers derss Tjaden et Wasson (2000),
etc... L'objectif est ici d’analyser les propriétés sturetles et fonctionnelles de ces grands
réseaux de relations.

En paralléle s’est développée une nouvelle problématitjaaalyse de bases de graphes.
Une des premiéres applications phare est certainemenadaifitation de composants chi-
miques Winstel (2003) pour les bases de données pharmapssgEt les avancées techno-
logiques ont permis de recueillir des corpus de grapheésdans des disciplines différentes.

Ces différentes problématiques ont donné lieu cette derdiécennie a une prolifération de
travaux aux confins de plusieurs disciplines telles quemuotant la fouille de données (« link
analysis », « graph mining »), la physique statistique, l&rohggie et la sociologie (réseaux
sociaux). En fouille de données, ce sujet absent a la fin desear90 connait un véritable essor
visible notamment & travers la prolifération de sessiogsigfisées (KDD workshop on Link
Analysis and Group Detection, KDD workshop on Multi-retettal Data Mining, European
Workshop on Mining Graph, Trees and Sequences).

Dans cet article, nous nous focalisons sur la question disification non supervisée
d'une base de graphes. Nos données sont un ensemble fini gleegrat nous cherchons
a classer ces graphes sans modeéle préalable. En paraphHeasamte de Buffon (Histoire
Naturelle, 1749), il s’agit donc de mettre ensemble leslggapmui se ressemblent et de séparer
ceux qui different les uns des autres.

Si ce probléme générique de la classification est déja bigresb délicat pour des données
plus classiques de typewdividus x Variables, il est a notre connaissance encore tres ouvert
pour le cas ou les individus sont des graphes. Cette prolifuedait elle méme référence a
d’autres problématiques (difficiles) abondamment traitée optimisation combinatoire, no-
tamment la recherche d'isomorphismes de graphes, et lelcEdistances entre graphes de
type distance d’édition. Nous ne les abordons pas exptieis ici. Nous tentons seulement
de dresser un panorama introductif de quelques approcbesinéent développées en fouille
de données qui contribuent a défricher le probleme.

Pour illustrer la variété des « données graphes » qui pedt@tencontrées dans différents
champs disciplinaires, nous commencons cet article pasémed’exemples réels (paragraphe
2). Les graphes peuvent étre utilisés comme des modéleshés puissants en tant qu’objets
combinatoires, mais ils peuvent également se visualiseise paragraphe 3, nous introdui-
sons rapidement I'intérét des outils de visualisation dg@hes dans un objectif de fouille ex-
ploratoire. Puis nous poursuivons dans les chapitresrsisiyar une présentation d’approches
plus automatiques. Pour exploiter I'analogie avec le cassifjue/ndividus x Variables
pour lequel une multitude d’algorithmes ont été proposés, démarche légitime consiste a
décrire les graphes de la base par un ensemble fini de descspious présentons différentes
voies : dans le chapitre 4 les descripteurs sont des indisastructurels et fonctionnels issus
de la physique statistique, dans le chapitre 5 les desariptediquent la présence/absence de
sous-graphes, dans le chapitre 6 les descripteurs sonitslédne analyse spectrale. Enfin,
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nous finissons par une approche en plein essor : la consimnudzi noyaux entre graphes. No-
tons gu’afin de faciliter I'utilisation des nombreuses éatr bibliographiques présentées, nous
avons choisi de les présenter par chapitre.

2 Quelques exemples

Dans la suite, nous considérons un ensemble fini de grdphes{G;, G, ...,Gy} OU
chaque graph&'; = (V;, E;) est défini par un ensemblé den; sommets et un ensemhig
dem; arétes ou arcs si le graphe est orienté. On rappelle.gdésigne I'ordre du graph@;
etm; sa taille. Dans certains cas on considérera un étiquetagesssommets et/ou sur les
arétes. On not&; la matricen x n d’adjacence du graph@,.

Comme nous I'avons noté précédemment les illustrationslissnombreuses sont en bio-
informatique. Nous présentons brievement d’autres itisins provenant de disciplines diffé-
rentes (urbanisme, histoire, entomologie). Au-dela deblpmatiques applicatives spécifiques
aux différents champs que nous ne détaillons pas ici, cenmgs illustrent la variété des fa-
milles de graphes rencontrés : graphes étiquetés par desbalis standardisés restreints ou
des alphabets tres grands, multi-graphes orientés, grapbegés dans des espaces géomé-
trigues bi-dimensionnels ou tri-dimensionnels. Les appes proposées pour la classification
de ces corpus sont généralement applicables a certaindie$aiMais a notre connaissance, il
n'existe pas a I'heure actuelle de démarche générique, menodmparative, offrant une vue
synthétique sur I'adéquation méthodes-caractéristiqaegraphes considérés.

2.1 Corpus de graphes de déplacements

La compréhension de la propension a se déplacer est unaoguelgt en aménagement
du territoire urbain. Pour les ménages, I'accroissemena drobilité n’est plus a caractéri-
ser uniguement par I'accroissement des sorties du donmcils plutét par I'accroissement du
nombre de kilomeétres parcourus et par la complexificatioissante des stratégies de dépla-
cements. Le graphe de la figure 1 est extrait d’'une enquétéerdans la communauté urbaine
de Brest Wiel et al. (1996) : il représente les déplacementsrmdénage associés a des motifs
pré-déterminés (école, travail, achat).

2.2 Corpus de réseaux sociaux

De par l'accessibilité des bases de données scientomedrites réseaux de co-citations
sont devenus un terrain d’étude privilégié. Lorsque I'orfamlise sur une analyse selon un
point de vue donné (e.g. temporel, géographique, commainaut..) on peut construire un
corpus de réseaux (e.g. des réseaux de différentes épagassariés a différentes localisa-
tions). Au-dela de I'exemple cité, les technologies atésehcilitent la collecte de tels corpus
dans différents champs des Sciences Humaines.

Par exemple, la figure 2 représente des graphes de soéiabitie des paysans du Moyen-
Age Boulet et al. (2007). Ces graphes ont été constituéstia gactes manuscrits (figure 3)
de transactions agraires recueillis sur trois siecles darszone géographique restreinte ex-
trémement bien documentée du Sud-Ouest de la France Gragh©es ces actes différents
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Fic. 1 — Comportements de mobilité et évolution de I'organisatidmaine de Brest et de sa
communauté urbaine.

réseaux peuvent étre construits selon le point de vue d&intéa figure 2 modélise les rela-
tions entre les noms d’individus apparaissant dans unedcion : les sommets du graphe
sont donc les individus nommés dans la transaction, etstexine aréte entre deux sommets
siles noms associés sont cités dans une méme transactiohne®médiévistes, ces réseaux de
sociabilité permettent de porter un autre regard sur le m@agsan, qui bien que constituant
plus ded0% de la population de I'époque, a laissé trés peu de traceegcomparativement
aux classes dominantes que furent la noblesse et le clergé.

Les graphes sont ici étiquetés par un alphabet trés largsi€pirs dizaines de milliers de
noms) et leur ordre peut étre assez grand (les sources dotaires contiennent pres 4800
actes relativement bien répartis selon les intervalleguaips$ considérés).

2.3 Corpus de réseaux de galeries chez les insectes sociaux

Les structures en réseaux abondent dans les sociétés esii@alux qui matérialisent le
déplacement des individus sur leur territoire résultennd’ activité collective et permettent
d’exprimer des échanges sociaux. L'étude des modes de gifodet d'utilisation collective
de ces réseaux est un axe de recherche majeur chez lesispErides insectes sociaux (e.g.
Bonabeau et al. (1999)). Nous présentons ici deux exempies réseaux de galeries chez les
fourmis et chez les termites.
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FIG. 2 —Relations sociales dans la société paysanne médiévatgefkNR GRAPH-COMP]

FIG. 3 — Manuscrit d’actes notariégsource Archives Départementales du Lot)



Approches récentes pour la classification non supervis@eagdes

2.3.1 Réseaux bi-dimensionnels

La forme la plus répandue de nid chez les fourmis est un rédegaleries composé de
chambres (cavités) et de galeries reliant les chambres eligs, et dans la nature, le nid a
la surface du sol. Souterraines et extrémement fragilesrehitectures de ces réseaux sont
difficilement accessibles dans leur espace naturel. Paégoent, des expérimentations en
laboratoire ont été menées pour caractériser leurs ptéprggométriques et combinatoires
et leurs dynamiques de croissance Buhl et al. (2004). Leodigpexpérimental consistait a
déposer des fourmig Q0 et200) sur le pourtour d’un disque de sable de faible épaisseuest a
laisser creuser pendart heures (au-dela pour des raisons encore mal connues |legrens
se modifie). Un exemple de réseau réel obtenu est illustréadiigure 4, et un modele de
graphe associé est présenté sur la figure 5.

FIG. 4 — Réseau de galeries creusées par des fourmis.
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FiG. 5 — Graphe associé a un réseau de galeries creusées par desigourm

Les graphes peuvent étre ici considérés par constructimmeodes graphes bi-dimension-
nels planaires (les sommets correspondent aux chambré&atetsectent les galeries). lls sont
d’ordre restreint (moins d’une centaine de sommets).
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2.3.2 Réseaux tri-dimensionels

Les termites produisent des architectures de nids varéepar la forme que par la taille
des structures. La caractérisation des structurationgsgaux internes est cependant mal
connue. Pour contribuer a établir une typologie de ces u&seas nids issus d’une collection
du Muséum d’Histoire Naturelle ont été scannés (figure 6getréseaux de galeries ont été
extraits a partir d’'une reconstition tri-dimensionnelesdoupes scannées Perna et al. (2008).

FiG. 6 — Nid de termite tomographié et graphe associé reconstitpéjét ANR MESO-
MORPH]

Les graphes sont donc ici plongés spatialement dans unesspdianensionnel. Leur ordre
est de quelques centaines de sommets.
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3 Fouille visuelle de graphes

« Quand on étudie la théorie des graphes, eh bien, on pouésibien parler de graphes
en termes de fonctions 0 et 1 (...), mais non, on les trait@end de figures parce qu’on veut
visualiser I'objet, mettre des points pour représentestesmets ; les arétes ce sont des lignes
continues qu’'on dessine sur le plan et ce sont des propdéiéstype graphique et visuel
qu’on étudie (...) » (Berge). Un des intéréts majeurs deghga est effectivement de pouvoir
caractériser les propriétés d’'un systéme de relations viaasenal combinatoire sophistiqué
tout en facilitant I'accés a ces structures complexes viamment les représentations visuelles
adaptées.

Berge proposait de voir le dessin dans sa téte! Mais heurergedepuis les premiers
travaux de Knuth Knuth (1963) dans les années 60, la repeisenvisuelle des graphes sur
des supports plus partageables est devenue un domaindndecteza part entiere animé par les
communautés « Graph Drawing » (le symposium internatiartaSymp. on Graph Drawing
est organisé annuellement avec des actes publiés sousia fler Lecture Notes in Computer
Science chez Springer) et « Infoviz » (e.g. Herman et al.@p0o0

Le probléme générique du tracé consiste a dessiner un gfapbes une forme intelligible
sur un support standard bi-dimensionnel. La qualité duidest évidemment décisive pour
I'appropriation de la représentation par I'utilisateuréhase (2000). Pour préciser cette notion
délicate, qui reste in fine subjective, on retient génératl@muatre concepts de base Battista
et al. (1999) : la convention de tracé, les contraintes pjoys, les criteres esthétiques, et les
contraintes sémantiques. lcanvention de tracépécifie les régles géométriques de lecture



P. Kuntz et F. Picarougne

du tracé qui sont souvent inhérente aux pratiques en vigiens le domaine d’application
(représentation polygonale ou chaque aréte est représpatéune ligne polygonale, repré-
sentation rectiligne ou chaque aréte est représentée pegunent de droite, représentation
orthogonale etc ...). Lesontraintes physiquesont inhérentes au support de représentation et
a l'oeil humain; elles imposent notamment des écarts mimma respecter entre les enti-
tés géométriques (points, boites, ...) représentant lamsts et les courbes représentant les
arétes. Legritéres esthétiquetentent de formaliser les propriétés a satisfaire poutitiacia
lisibilité d’un tracé. Ces critéres sont définis par des @ntes combinatoires : minimisation
du nombre de croisements d'arétes, minimisation de la sodesdéongueurs des arétes ou de
la longueur de I'aréte maximale, minimisation des coudedn’existe pas d’ordonnancement
générique de ces critéres; l'interprétation de chaqué tiépendant de sa propre sémantique.
Cependant, des travaux en psychologie cognitive ont mauieda réduction des croisements
est le critére prépondérant pour la lisibilité et la mématian Purchase (2000). Lesntraintes
sémantiquesont associées a l'interprétation des composantes du eyrggar exemple, des
proximités sémantiques doivent étre respectées dansiteopasment des sommets.

De par la variété des combinaisons de ces différentes dotesade nombreux algorithmes
ont été proposeés : nous renvoyons pour une présentatidhétésaix ouvrages de Battista et al.
(1999) et de Kaufmann et Wagner (2001). Au-dela de ce prabmérique, de nouvelles ap-
proches ont été récemment proposées pour aborder le p@bfadnifique de la représentation
des grands graphes ou les critéres esthétiques sont desdiffiérentes et les contraintes de
temps de calcul et de gestion de la mémoire peuvent devetifuess. Des logiciels offrent
maintenant des fonctionnalités opérationnelles pouésaprter une grande variété de graphes.
Nous renvoyons a I'ouvrage de Jiinger et Mutzel Junger etéfI(203), et au site Web GVSR
-Graph Visualization Software References Pinaud et aD§20

Dans le cas ou aucun modéle de référence n’'est donné, cés mennettent une pre-
miére analyse des graphes, selon une démarche similaille plos classique de I'analyse de
données exploratoire. Cette démarche est actuellemenéeiengssor en « fouille visuelle de
données » (e.g. Poulet et Kuntz (2006); F. Poulet (2008)efsgmt, elle n'en est qu’a ses dé-
buts et différents problémes méthodologiques émergentréesiers retours d’expérience. La
complexité des problémes de tracé, dont beaucoup sontfliétlels, a conduit au développe-
ment d’heuristiques de résolution trés variées ou les appstochastiques jouent un grand
réle. De plus, la nécessité de traiter des graphes de pluigr@mplexes a conduit ces der-
nieres années a une forte diversification des modéles déseqation associées aux conven-
tions de tracé Kitchin et Dodge (2002). Ainsi, les restidns visuelles d’'un méme graphe
avec différents logiciels peuvent étre fort différentesgai peut entrainer de nombreux biais
d’interprétation.
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4 Descripteurs structurels et fonctionnels

En physique statistique et en analyse de réseaux sociatph$aruction de mesures, fonc-
tions de caractéristiques combinatoires et/ou géoméisigdu réseau permet de caractériser
d’'un point de vue macroscopique certaines topologies gées, les plus connues étant les
« réseaux invariants d'échelle » Albert et Barabasi (208R)es « petits mondes » Watts et
Strogatz (1998). Certaines mesures peuvent avoir ungiétation fonctionnelle. Ces me-
sures peuvent étre utilisées comme descripteurs pourdsifitation de graphes. Dans ce cas,
se pose la question délicate et peu étudiée a notre connegsda I'existence de corrélations
« intrinséques » entre certaines mesures.

Nous ne citons ci-dessous pour un graphe- (V, E) d'ordren quelconque que les prin-
cipales mesures et renvoyons, par exemple, & Dorogovtdéeretes (2003) pour les détails.

— la distribution des degrés f (k) est la fréquence du degkéet le degré moyet du
grapheG. L'exposanty de la distribution des degrés peut étre considéré lorsdleeae
suit une loi caractéristique telle qu’une loi puissayidé) ~ k£~

— I'efficacité globaleest définie par la moyenne de I'inverse des plus court cheemitre
les paires de sommets. Notogg la distance du plus court chemin entre les sommets
guelconques; etv; de V. Lefficacité globale est définie par

1 1

FO=

d;
viFv eV W

Le calcul de la distanceé;; peut tenir compte uniquement de la combinatoire du réeseau
(nombre d’arétes minimum ou somme des poids minimum loilsga’'une pondération)
ou de sa géométrie (somme des longueurs des arétes minimum) ;
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— lecodtrend compte du nombre -éventuellement pondéré- des camsdans le graphe.
Notonsw;; le poids de l'arétgv;, v;}; w;; = 1 pour toutw;, v; si le graphe n'est pas
pondéré. Le cout est défini par

vt v TijWij

Z’U{, #v; €V Wi

Cost (Q) =

— le coefficient de « clustering caractérise la densité de connexions dans le voisinage de
chaque sommet. Sait un sommet dé&-. Etant donnée une définition de voisinage (par
exemple les sommets adjacentsugle on noted (v;) le degré dey;. Si tous les voisins
étaient connectés entre eux alors il y auddit;) . (6 (v;) + 1) /2 arétes. Le coefficient
de clustering associéwa est défini par

5 (). (0 (v;) + 1)

C(v;) =

Le coefficient de clustering’ est la moyenne des (v;) sur I'ensemble des sommets
deG.

— larobustessearactérise la facilité/difficulté avec laquel le graphdragmente en plu-
sieurs composantes connexes lorsque I'on détruit des stsetteu des arétes. Considé-
rons une expérience dans laquelle on détruit un pourcedigsommets (resp. arétes)
dansG. Notonss la taille relative de la plus grande composante connexe ajpihgr ré-
sultant. La destruction des sommets peut s’effectuer dmfalgatoire ou préférentielle
en détruisant de préférence les sommets ayant des degsed fexpérience est réitérée
un nombre fixé de fois. La robustesse est la valeur moyenngdar laquelles = 0.5.
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5 Caractérisation par sous-structures

Pour comparer des graphes, on peut décrire chacun d’ewnpacteur binaire indiquant
la présence/absence de sous-structures caractéristiette description permet ainsi I'ap-
plication des nombreuses dissimilarités sur tableau dgepa&/absence bien connues de la
littérature taxonomique Hubalek (1982). Pour certaingsiegtions, la classification de com-
posants chimiques en particulier, ces structures carstig€ies sont prédéterminées a I'avance.
Le probleme se pose alors comme un probleme difficile d'igpimeme de sous-graphes. Dans
d’'autres cas, les structures ne sont pas connues initiate@#férents travaux en fouille des
données consistent a rechercher des sous-structuresifitégqu
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Une des premiéres publications en ce sens Inokuchi et &0f3fropose une adaptation
de l'algorithme A Priori initialement appliqué a la fouille régles d’association. Cet algo-
rithme recherche des sous-structures fréquentes dansasaalb données en utilisant la pro-
priété d’anti-monotonie : la fréquence d’'une sous-stmgcast toujours plus petite ou égale a
celle de ses sous-structures. Appliquée aux régles diassocqui modélisent une tendance
implicative entre des conjonctions d'attributs (exb: — ¢ ol a, b et ¢ sont des attributs dé-
crivant des objets dans une base) cette propriété permienitier I'exploration de I'espace de
recherche des régles potentiellement intéressantes¢ st bed sont des conjonctions d'attri-
buts fréquentes de taillealors I'algorithme va considérer comme candidate a I'éiadun la
conjonctionabed de taille4.

Appliqguée aux graphes, cette propriéte consiste a engeadrsous-graphe candidat de
taille £ + 1 a partir de sous-graphes fréquents de taill®ifférentes approches ont été pro-
posées. Les approches « bottom-up » consistent a engeedreandidats ayant un sommet,
une aréte ou un chemin supplémentaire par concaténatikndhpet al. (2000); Kuramochi et
Karypis (2001); Vanetik et al. (2002). Par exemple, dansitele plus simple, on construit des
sous-graphes candidats de taitle- 1 a partir de deux sous-graphes candidats de taitjei
ne différent que d’'une aréte. Considérons deux sous-gsaféaillek, G (X}) etG (Y;) de
matrices d’adjacence respectivEs etY;. Ces matrices peuvent se décomposer sous la forme

suivante :
o Xp—r o Xk—1own
Xk = ( Lo 0 ) etYk = ( Yo 0

La matrice d’adjacence du graphe candi@dt’; ., ) de taillek + 1 peut donc s’écrire sous
la forme

Xi—1 1 Y
Zpy1 = X2 0 2k, k+1
Y2 Zhtlk 0

Une illustration est donnée sur la figure 7.

matrice d’adjacence

Xy X N
_ X xl) _[XH )’1] Ziy=| x, 0 Zg st
X [ B O e »n 0 Y2 Zpag 0
I‘
G(xki S G(YK)I\X I}
sous-graphes fréquents candidats potentiels

FiG. 7 — Construction de sous-graphes candidats de taillel a partir de deux sous-graphes
candidats de taillék.

Pour tenter d’améliorer ce processus, des approches «qssance » basées sur une ex-
tension récursive d’'une sous-structure ont été récemmepopées Yan et Han (2002); Borgelt
et Berthold (2002); Huan et al. (2003, 2004).

Ces approches ont été essentiellement appliquées a desdeageaphes modélisant des
molécules. Les bases peuvent étre de trés grande taillelesaggaphes considérés ont des
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degrés relativement faibles (inférieurs a 5), un étiquetis sommets et des arétes qui restreint
le champ des combinaisons possibles dans I'exploratioiesgigdce de recherche et des tailles
restreintes (moins d’une trentaine de sommets).

Cependant, la complexité de ces approches reste trés @ewvéeme I'ont récemment
souligné Kuramochi et Karypis (200%)it is unclear whether those algorithms can operate
efficiently on other types of graph datasets as they do onicaégraphs »
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6 Descripteurs basés sur une décomposition spectrale

Depuis la précédente décennie I'analyse spectrale desegafohar (1992); Chung (1997);
Cvetkovic et al. (1997) connait un essor important qui p&xggiquer en partie par I'accrois-
sement des capacités de calcul qui rendent accessiblealdels enatriciels a grande échelle.
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Rappelons que le Laplacien discret peut se voir dans uneignei@pproche comme une
adaptation & un graphe du LaplacenV f (ouVf = (0f/0x,0f/0y...) représente le gra-
dient def) qui permet d’évaluer une différence entre une fonctfoen un point fixé et la
moyenne def dans une région autour de ce point. A titre illustratif cdiésons le graphé&r
de la figure 8. Le gradierWW G peut s'écrire sous la forme

1 -1 0 0 0
0 1 -1 0 0
VG = 0 0 1 -1 0
0 0 0 1 -1

O 05000706

FiG. 8 — Graphe exemple.

ou les lignes sont associées aux aréies,(c, d) et les colonnes aux sommets 2, ...5).
Le signe est ici arbitraire et pourrait étre inversé. Le banl = V.V G peut alors s’écrire
comme le produit de la transposéedé& par lui-méme :

L= 0
o o -1 2 -1
0

Cette expression se retrouve directement a partir de laceatadjacence&X deG. Notons
D la matricen x n diagonale des degrés des sommeté&/déalors,

L=D-X

La matriceL est une matrice semi-définie positive, et ses valeurs psamet par consé-
guent positives. Notonk, , Ao, ..., A,, ses valeurs propres gt, us, ..., 14, €S vecteurs propres
associés. On a

L= MM

oUM = (VA1p1, VX212, ooy vV An ).

Le spectre du Laplacien discret permet de rendre compteaedinent de propriétés des
graphes. Cependant, son utilisation pour la classificategraphes n’est pas immédiate. En
effet, la topologie du graphe est invariante par permutaties étiquettes des arétes et des
sommets, mais ce n'est pas le cas de la matrice speéirgle est dépendante d’'un réordon-
nancement des lignes. Par conséquent, a moins d’'un étigustandardisé lié a une séman-
tique particuliere sur les sommets, on ne peut pas compéf@redts graphes en comparant
directement leurs matrices spectrales.

Une premiéere alternative basée sur une composition deswsqgbropres s’est restreinte a
la comparaison de graphes de méme taille (e.g. Umeyama)|18Bt: extension probabiliste
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-qui traite les différences comme des valeurs manquantessuaite été proposée pour palier
cette restriction Luo et Hancock (2001). D’autres apprschidisent des plongements des
graphes dans des espaces de dimension restreinte défilas pegmiers vecteurs propres, qui
restituent les propriétés structurelles « les plus majuédu graphe (e.g. Kosinov et Caelli
(2002)).

Plus récemment, les polyndmes symétriques fonctions deews propres ont été intro-
duits pour éviter le probléme de non invariance par pernmtatilson et al. (2005). Notons
M;; les composantes de la matrig€. On remarque que; = >_,_, . M7est un polyndme
symeétrique pour les composantes du vecteur propré’ou l'idée d'utiliser les polynémes
symétriques élémentaires (qui forment une « base » pourdigadmes symétriques) pour
caractériser un graphe. Rappelons que pour un ensembleideles{z, zs, ..., 2, } ces po-
lynémes élémentaires s'écrivent sous la forme suivante :

Sl (ml,xg, ,.’Ln) = Z xX;

i=1,n

52 (CCl,fL'Q,...,.’En) = Z Z Ll

i=1,n j=i+1,n

Sn (T1, 72,0 Tp) = H T

1=1n

Le polynéme[[,_, ,, (z — x;) a pour racines, zz, ..., ,,, et doncz™ — S1an L4 o2 4

..+ (=1)™S,, = 0. Ainsi, on peut construire les polyndmes élémentaires (M, My;,...,
My;), ooy Sn (Myj, Maj, ..., My;) pour chaque vecteutM, j, Maj, ..., M, ) : ils sont inva-
riants par permutation et permettent de retrouver I'infation contenue dans la description
spectrale. Cela constitue au total descripteurs pour chaque graphe. Pour rendre cette ap-
proche opérationnelle, les auteurs préconisent une liédyntéalable de I'espace de descrip-
tion, par exemple par ACP.
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7 Méthodes a noyaux

Les méthodes a noyaux connaissent une utilisation exteasiapprentissage automatique
(e.g. Schdolkopf et Smola (2002)). Elles permettent de moies données initiales dans des
espaces de grandes tailles pour extraire certaines dedmpsétés en gardant des co(ts de
calculs efficaces.

Etant donné un ensemble d’'objes un noyau peut se voir comme une généralisation
d’'un produit scalaire. Rappelons qu’un noyau défini positifO est une fonctior” : O x
O — R qui est symétriqueX (o;,0;) = K (0;,0;) pour toute pairéo;, 0;) de O) et vérifie
Dicin 2uje1.n @i K (0i,05) > 0 pour toutay;, o; € R. N'importe quel noyau défini positif
peut étre représenté comme un produit scalaire dans uneedpadilbert. Les propriétés ma-
thématiques de ces noyaux ne sont pas récentes (e.g. Selp€h®38); Aronszajn (1950)),
mais leur utilisation en apprentissage est intimementli€e astuce noyau » : tout algorithme
qui ne nécessite que des produits scalaires entre vectewirétpe effectué implicitement dans
un espace de Hilbert.

Pour appliquer ce type d’approche a la classification dehgspla difficulté principale
consiste a construire un noyau défini poskif(G;, G;) qui ait du « sens » sur les graphes.
Notons que ce probléme est différent de celui de la congdrudtun noyau sur les sommets
d’'un graphe (noyau de diffusion, ....).

Depuis I'article fondateur de Haussler (1999), différemigopositions ont été développées
dans la littérature Kashima et Inokuchi (2002); Kashimd.€R@03); Gartner (2003); Gaertner
et al. (2003); Kashima et al. (2004).

Toutes reposent sur la méme idée de base : deux graphesradairss si ils ont de nom-
breux chemins en commun. Noto@5s (G1) (resp.C; (G2)) I'ensemble des chemins de lon-
gueuri de G (resp.Gs). Une forme générique de noyau peut alors s’écrire de lanfage

vante : .
K (Gl, GQ) = nll_)H;C Z Z Z wiky (Cla 02)

=1 Clecz(G1) CzEC{,(Gg)

ou w; est un réel pondérant les chemins de longueet &, (c1, c2) est un noyau défini
sur les chemins.

Les principales différences entre les noyaux présentéslddittérature reposent sur trois
aspects : la fagon de prendre en compte les composantesghedgiquettes sur les noeuds
et/ou sur les arcs), la facon de parcourir le graphe et Etdfeon des poids.

Pour illustrer la démarche, nous présentons ici un noyaoedaott par Gartner (2003).
Considérons un graph@& dont les sommets et les arétes sont étiquetés. Un chederlon-
gueuri dansG peut donc étre décrit par une séquence d'étiquettes dentefor s1s5...52,41
ou s; représente une étiquette d’arc ou de sommet. On consid#rgeinble de tous les des-
cripteurs (séquences) possibles ; et, pour chaque ségeemceompte le nombre de chemins
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de G qui coincident avec cette séquence. Ainsi, on associe aiehdegcripteus la valeur
O, (G) = ymicard{c € C; (G) ;s; = et; (¢)} olet; (c)est la iéme étiquette du chemin
Considérons maintenant deux grapligset G5. On note

V(G x G2) = {(v1,v2) € V] X Vaset (v1) = et (va)}
E(Vl X VQ) = {(U17U2) R (Ul,’Ug) S V2 (G1 X Gz);
(u1,v1) € B, (uz,v2) € Ea,et(uy,v1) = et (uz,v2)}

On noteE, la matrice d'adjacence du produit dirdet(V; x 15) : ses composantdsg, ;
valentl si (v;,v;) € E (Vi x V3) et0 sinon. EtVg est 'ensemble des sommets du produit
directV (G x G2).

Le noyauK (G4, G2) défini, si la limite existe, par

|V®| o
K(Gy,Gy) =) (Z wnEg>

i,7=1 \n=0

ij
coincide avec le produit scalait@ (G1) , ® (G2)) défini sur 'espace des descripteurs.

Son calcul opérationnel dépend de la série matricielleelit@tre calculé efficacement,
avec une complexité cubique, pour certains choix des pojds
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8 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article différentes propositiui permettent d’aborder le
probléme de la classification d’'une base de graphes sanderéalable. Chacune des pistes
évoquées souléve des questions délicates.

Au-dela des problémes algorithmiques inhérents a la méatipo de graphes, la fouille de
données visuelle ne peut faire abstraction des avancéeyelngbogie cognitive concernant le
traitement humain de I'information visuelle. En partieujiun débat est actuellement en cours
sur I'apport des restitutions visuelles tri-dimensiotegl De plus, d'un point de vue opéra-
tionnel pour I'analyste, une méthodologie reste a définurpintégration de la visualisation
dans un processus de fouille.

Au-dela des problématiques de calculs inhérentes a chatemenéthodes exposées, la
description des graphes par des vecteurs de caractéeistigpose, mais avec d’autres mesures,
le probleme de I'analyse des relations entre variables. rGkléme bien classique peut ici
différer de son positionnement courant : la structuratiea données peut induire certaines
corrélations dans toute la population de graphes dont ceredsin échantillon.

Les méthodes a noyaux peuvent permettre de faire abstratgicette question en consi-
dérant comme espace de description un espace de Hilbeen@am, la construction opé-
rationnelle de noyaux pertinents sur des graphes de famnilleées est encore un probleme
largement ouvert tant sur le plan théorique (définition dyag qu’algorithmique (calcul effi-
cace du noyau).

Summary

In various domains, new graph corpus are now available thamthe recent technological
advances. A problem in full expansion consists in clustetitese complex data for defining
typologies. Different approaches developed in data miaimgpresented in this paper: graph
visualization for structure exploration, graph charadgtgion by structural and functional de-
scriptors, by sub-structures and by spectral decompasitend kernel methods.



