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Résumé. La recherche simultanée de partitions sur l’ensemble de lignes et l’en-
semble de colonnes d’un tableau de données a donné naissance à des méthodes
de classification simultanée ou bipartitionnement. On parle aussi de la classi-
fication croisée ou la classification par blocs. Plusieurs algorithmes de bipar-
titionnement ont été proposés dans la littérature selon le type de tableau des
données. Nous nous intéressons dans ce papier à l’algorithme Croki2 de classifi-
cation croisée des tableaux de contingence. Nous proposons dans ce papier une
variante plus rapide de cet algorithme que nous comparons à la version origi-
nale à travers des expérimentations sur des données présentant une structure de
biclasses générées artificiellement selon une méthodologie que nous détaillons.

1 Introduction
Les méthodes de classification automatique appliquées à des tableaux mettant en jeu deux

ensembles de données agissent de façon dissymétrique en ne faisant porter la structure re-
cherchée que sur un seul ensemble. L’application d’une classification sur chaque ensemble est
possible mais la détermination des liens entre les deux partitions est difficile. La recherche
de structures de classes symétriques, plus précisément, la recherche simultanée de partitions
sur les deux ensembles a donné naissance à des méthodes de classification simultanée ou de
bipartitionnement. On parle aussi de la classification croisée ou la classification par blocs. Ce
type de classification est connu dans la littérature anglaise sous différents noms. Souvent on
parle de "two-mode clustering", "two-side clustering", "two-way clustering", "direct cluste-
ring" (Hartigan, 1972), "biclustering" (Mirkin, 1996) ou encore "co-clustering" (Dhillon et al.,
2003). Ces approches diffèrent souvent dans les algorithmes employés, la nature des blocs re-
cherchés qui peuvent être isolés ou imbriqués, le nombre de blocs identifiés dans les données
et la nécessité de fixer le nombre de classes sur les lignes et les colonnes. Ce type d’approches
a suscité beaucoup d’intérêt dans divers domaines, en particulier celui des biopuces où l’ob-
jectif est de caractériser des groupes de gènes par des groupes de conditions expérimentales.
Cependant, les travaux de synthèse sur les algorithmes de bipartitionnement sont concentrés
sur les algorithmes appliqués en bioinformatique tels que les travaux de Madeira et Oliveira
(2004) et Tanay et al. (2004). Par ailleurs, les algorithmes de classification directe (ou block
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clustering) proposés par Hartigan (1975) et les travaux de Govaert (1983) sur la classification
croisée trouvent aujourd’hui leur application en web usage mining, recherche d’information
et text mining. D’autres algorithmes sont également proposés pour la classification simultanée
tels que les algorithmes basés sur le modèle de mélange (Nadif et Govaert, 2005) (Govaert
et Nadif, 2009) et ceux basés sur la théorie de l’information (Dhillon et al., 2003) (Robardet,
2002).
Nous nous concentrons dans ce papier sur les algorithmes de bipartitionnement des tableaux de
contingence, en particulier l’algorithme Croki2. Nous présentons alors dans la section suivante
un état de l’art sur les algorithmes et les approches de bipartitionnement. La troisième section
est consacrée à la présentation en détail de l’algorithme Croki2. Notre contribution fait l’objet
de la quatrième section.

2 État de l’art sur le bipartitionnement

2.1 Principe général de bipartitionnement
Soient X et Y les deux ensembles sur lesquels est défini le tableau de données (Tab.2.1).

On considère S l’ensemble de tous les couples de partitions de X et de Y . Une fonction
W : S → R+, appelée Critère, mesurant la qualité d’un couple de partitions et dépendant du
type de tableau de données est définie. Le problème de bipartitionnement consiste à déterminer
l’élément S optimisant ce critère, c’est à dire le couple de partitions de X et Y qui minimisera
ou maximisera suivant le cas la fonction W .

Soit A une matrice des données à N lignes et M colonnes, définie par l’ensemble
{X = x1, . . . , xN} des lignes et l’ensemble {Y = y1, . . . , yM} des colonnes.
aij , 1 ≤ i ≤ N et 1 ≤ j ≤M , sont les éléments de la matrice A.

y1 . . . yi . . . yM

x1 a11 . . . a1j . . . a1M

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

xi ai1 . . . aij . . . aiM

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

xN aN1 . . . aNj . . . aNM

TAB. 1 – Matrice des données

Une classe ligne AIY = (I, Y ) est un sous-ensemble I = {i1, ..., ik} de lignes (I ⊆ X
et k ≤ N ) ayant un comportement similaire sous l’ensemble Y des colonnes. Une classe
ligne (I, Y ) peut être définie comme une sous-matrice k ×M . De même, une classe colonne
AXJ = (X, J) est un sous-ensemble de colonnes J = {j1, ..., js} (J ⊆ Y et s ≤ M )
ayant un comportement similaire sous l’ensemble X des lignes. Cette classe colonne (X, J)
peut être définie comme une sous-matrice N × s. Une biclasse AIJ = (I, J) tels que I =
{i1, ..., ik} (I ⊆ X et k ≤ N ) et J = {j1, ..., js} (J ⊆ Y et s ≤M ) est un sous ensemble de
lignes ayant un comportement similaire sous un sous-ensemble de colonnes et vice-versa. Elle
peut être définie comme une sous matrice k × s. Les algorithmes de bipartitionnement ou de
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classification simultanée ont pour objectif d’identifier un ensemble de biclassesBk = (Ik, Jk),
Ik est une classe définie sur X et Jk est une classe définie sur Y , tel que chaque biclasse Bk
satisfait certains critères d’homogénéité. Ces critères varient d’un algorithme à un autre.

2.2 Partitionnement et bipartitionnement

Contrairement aux méthodes de partitionnement simple qui s’appliquent séparément sur
les lignes et les colonnes, les méthodes de bipartitionnement s’appliquent simultanément sur
les deux dimensions et produisent des blocs homogènes dans lesquels chaque individu est
caractérisé par un sous-ensemble d’attributs et chaque attribut caractérise un sous-ensemble
d’individus (tab. 2.2).

Partitionnement Bipartitionnement

- Appliqué aux lignes et aux - Appliqué aux lignes et aux

colonnes séparément colonnes simultanément
- Produit des classes (sous-groupes) - Produit des biclasses (classes

sur les lignes ou des classes sur les lignes et sur les colonnes)

sur les colonnes i.e. des blocs homogènes

- Chaque objet est défini en utilisant - Chaque objet est défini en

tous les attributs et chaque attribut utilisant un sous-ensemble des

caractérise tous les objets. attributs, chaque attribut caractérise

⇒ On parle d’un Modèle global un sous-ensemble d’objets.

⇒ On parle d’un Modèle local
- Les classes sont exclusives - Les biclasses ne sont pas

exclusives/ exhaustives

TAB. 2 – Comparaison entre partitionnement et bipartitionnement

Les biclasses dans ce modèle local ne sont ni exclusives ni exhaustives. En d’autres termes,
certains individus et/ou variables n’appartiennent à aucune biclasse ou appartiennent à plu-
sieurs biclasses à la fois alors que dans le partitionnement simple chaque individu est affecté à
une et une seule classe. L’avantage du bipartitionnement réside principalement dans la décou-
verte des corrélations importantes entre des sous-ensembles de lignes et de colonnes. Parmi les
premiers travaux témoignant de l’intérêt des méthodes de bipartitionnement, ceux de Hartigan
(1975), Govaert (1983), Bock (1979), et Marchotorchino (1987). Plus récemment plusieurs au-
teurs se sont intéressés à ce type d’approches, citons par exemple les travaux de Vichi (2000),
Vichi et Kiers (2001), Bock (2003), Dhillon (2001), Dhillon et al. (2003), Mechelen et al.
(2004), Madeira et Oliveira (2004), Govaert et Nadif (2005) et Govaert et Nadif (2009).
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2.3 Type et structure des biclasses

2.3.1 Type des biclasses

Les algorithmes de bipartitionnement permettent de découvrir quatre types de biclasses
(Madeira et Oliveira, 2004).

– Biclasses à valeurs constantes : une biclasse à valeurs constantes est une sous-matrice
(I, J) tel que ∀i ∈ I, ∀j ∈ J, aij = µ. Cependant, dans le cas réel, compte tenu du bruit
dans les données, la valeur aij se présente généralement sous la forme ηij + µ, où ηij
est le bruit associé à la valeur réelle de aij .

– Biclasses à valeurs constantes sur les lignes ou les colonnes : une biclasse à valeurs
constantes sur les lignes est une sous-matrice (I, J) où toutes les valeurs aij de la bi-
classe sont obtenues en utilisant le modèle additif ou le modèle multiplicatif suivant.
– Modèle additif : aij = µ+ αi
– Modèle multiplicatif : aij = µ× αi
µ est une valeur caractéristique de la biclasse et αi est l’ajustement sur la ligne i ∈ I .
Une biclasse à valeurs constantes sur les colonnes est caractérisée par un ajustement βj
sur la colonne j ∈ J .

– Biclasses à valeurs cohérentes : une biclasse à valeurs cohérentes est définie en utilisant
le modèle additif ou le modèle multiplicatif.
– Modèle additif : aij = µ+ αi + βj
– Modèle multiplicatif : aij = µ× αi × βj
où µ est une valeur caractéristique de la biclasse, αi est l’ajustement sur la ligne i ∈ I et
βj est l’ajustement sur la colonne j ∈ J .

– Biclasses à évolutions cohérentes : les approches visant à identifier dans les données des
biclasses à évolutions cohérentes considèrent que les éléments de la matrice sont des
valeurs symboliques et essayent de découvrir des sous-ensembles de lignes et des sous-
ensembles de colonnes dont l’évolution est cohérente par rapport à la valeur exacte de la
matrice des données.

2.3.2 Structure des biclasses

Certains algorithmes de bi-partitionnement cherchent dans les données une seule biclasse,
d’autres ont pour objectif d’identifier plusieurs biclasses dont le nombre est généralement fixé
a priori. Les biclasses découvertes dans une matrice des données peuvent avoir l’une des struc-
tures suivantes :

– Biclasses exclusives sur les lignes et les colonnes : les algorithmes produisant cette
structure, DCC (Double Conjugated Clustering) (Busygin et al., 2002) par exemple,
supposent que chaque ligne et chaque colonne de la matrice des données appartient
exclusivement à une seule biclasse (Fig. 1(b)).

– Structure d’échiquier sans recouvrement : certains algorithmes tels que l’algorithme
spectral Kluger et al. (2003) considèrent que les lignes et les colonnes peuvent appartenir
à plus d’une biclasse tout en présentant la structure d’un échiquier. Ils construisent ainsi
K biclasses non exclusives mais sans recouvrement. Chaque ligne appartient exactement
à K biclasses (Fig. 1(c)).
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– Biclasses exclusives sur les lignes : dans ce genre de biclasses, chaque ligne ne peut
appartenir qu’à une seule biclasse. Par contre, chaque colonne peut appartenir à une ou
plusieurs biclasses (Fig. 1(d)).

– Biclasses exclusives sur les colonnes : contrairement à la structure précédente, chaque
colonne ne peut appartenir qu’à une seule biclasse alors que les lignes peuvent appartenir
à une ou plusieurs biclasses (Fig. 1(e)).

– Biclasses sans recouvrement présentant une structure arborescente (Fig. 1(f)).
– Biclasses non exclusives sans recouvrement : dans les structures précédentes, les bi-

classes sont exhaustives. En effet, chaque ligne et chaque colonne de la matrice des
données appartient à au moins une biclasse. Dans les biclasses non exclusives sans re-
couvrement, chaque pair (ligne, colonne) appartient à une et une seule biclasse (Fig.
1(g)).

– Biclasses avec recouvrement et présentant une structure hiérarchique : dans cette struc-
ture, les biclasses sont soit disjointes soit contenues l’une dans l’autre (Fig. 1(h)).

– Biclasses positionnées arbitrairement avec recouvrement : cette structure est la plus gé-
nérale. Elle permet le recouvrement des biclasses et qu’une biclasse soit contenue dans
une autre. En plus, dans cette structure, les biclasses ne sont pas exhaustives puisque
certaines lignes ou colonnes n’appartiennent à aucune biclasse (Fig. 1(i)).

FIG. 1 – Structure des biclasses.

2.4 Approches de bipartitionnement

Dans Madeira et Oliveira (2004), les auteurs proposent de classifier les approches utilisées
pour la construction des biclasses en cinq catégories.

– IRCCC (Iterative Row and Column Clustering Combination) : le principe de cette ap-
proche est d’appliquer un algorithme de partitionnement simple (kmeans, CAH,...) sur
les lignes et les colonnes de la matrice séparément puis de combiner les résultats pour
construire des biclasses.
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– DC (Divide and Conquer) : cette approche affecte initialement tous les éléments à la
même biclasse et procède à un découpage itératif. Elle présente l’avantage d’être rapide
à identifier les biclasses dans les données. Cependant, elle a comme inconvénient de ne
pas pouvoir garder certaines bonnes biclasses avant leur découpage.

– GIS (Greedy Iterative Search) : l’approche GIS est basée sur l’idée de créer des biclasses
en ajoutant ou supprimant des lignes ou des colonnes afin d’optimiser un certain critère.
Malgré sa rapidité, cette approche présente l’inconvénient de ne pas garder certaines
bonnes biclasses en ajoutant ou supprimant des lignes ou des colonnes.

– EBE (Exhaustive Bicluster Enumeration) : l’approche EBE est basée sur l’idée que
l’identification des meilleures biclasses nécessite une énumération exhaustive de toutes
les biclasses possibles dans la matrice des données. L’avantage de cette approche est la
certitude de trouver les meilleures biclasses mais son inconvénient majeur est sa com-
plexité qu’il faut réduire en appliquant des restrictions sur la taille des biclasses.

– DPI (Distribution Parameter Identification) : l’approche DPI suppose la présence d’un
modèle statistique dans les données et cherche à identifier la distribution des paramètres
utilisés pour générer les données en minimisant certains critères à travers une approche
itérative.

Besson (2005) propose de classifier les approches de bipartitionnement en quatre grandes
classes de méthodes heuristiques : les méthodes agglomératives, les méthodes divisives, les
méthodes par permutation et les méthodes par approximation de paramètres. La première
classe de méthodes commence avec une partition discrète des lignes et/ou des colonnes puis les
éléments de cette partition sont affectés successivement aux différents groupes. Ces groupes
forment finalement les bipartitions. Les méthodes divisives débutent avec un motif formé de
toutes les lignes et toutes les colonnes. Ce motif est par la suite découpé successivement en
bi-ensembles plus petits. Les méthodes par permutation déplacent des éléments entre groupes
afin d’améliorer la qualité globale de la classification. Cette amélioration est bien souvent lo-
cale de sorte que la collection finale n’est souvent qu’un optimum local. La dernière classe de
méthodes est assez différente. Elle cherche à calculer des paramètres tels que la moyenne et
l’écart type, et s’applique souvent aux modèles probabilistes ou statistiques.

2.5 Algorithmes de bipartitionnement
Plusieurs algorithmes de bipartitionnement ont été proposés selon le type des données.

La majorité des algorithmes proposés pour le bipartitionnement des tableaux de mesure, tels
que CTWC (Coupled two-way clustering) (Getz et al., 2000), ITWC "Interrelated Two-Way
Clustering" (Zhang et al., 2001), DCC "Double Conjugated Clustering" (Busygin et al., 2002),
δ-biclusters (Cheng et Church, 2000), OPSM "Order-Preserving Sub-Matrix" (Ben-Dor et al.,
2002), δ-patterns (Califano et al., 2000), algorithme de Lazzeroni et Owen connu sous le nom
de "Plaid models", l’algorithme spectral (Kluger et al., 2003), sont développés pour l’analyse
des biopuces en bioinformatique. D’autres algorithmes, tels que CROEUC (Govaert, 1983),
Block-EM et Block-CEM (Govaert et Nadif (2003), Govaert et Nadif (2005)) sont appliqués
sur des tableaux de mesure issus de domaines différents. Les deux algorithmes Block-EM
et Block-CEM, qui constituent une extension de l’algorithme EM, s’appliquent également
à des tableaux de données binaires. Un autre algorithme, CROBIN (Classification CROisée
d’un tableau BINaire), a été proposé par Govaert (1983) pour le bipartitionnement des don-
nées binaires. Quand aux tableaux de contingence, les algorithmes de bipartitionnement les



M. Charrad et al.

plus connus sont CROKI2 (classification CROisée optimisant le Khi2 du tableau de contin-
gence) proposé par Govaert (1983), l’algorithme BSGP (Bipartite Spectral Graph Partitioning)
proposé par Dhillon (2001), l’algorithme IT (Information-Theoretic co-clustering) de Dhillon
et al. (2003) et l’algorithme Cemcroki2 proposé par Nadif et Govaert (2005).

Algorithme Fixer le NB. Type de Tableau de
de Biclasses biclasses données

One-way Non Val. constantes Tab. de mesures
splitting
Two-way Oui Val. constantes Tab. de mesures
splitting
CROEUC Oui Val. cohérentes Tab. de mesures
CROKI2 Oui Val. cohérentes Tab. de contingence
CROBIN Oui Val. cohérentes Tab. de données binaires
CTWC Non Val. constantes Tab. de mesures

sur les colonnes
Plaid Models Oui Val. cohérentes Tab. de mesures
δ-biclusters Oui Val. cohérentes Tab. de mesures
δ-patterns Non Val. constantes Tab. de mesures

sur les lignes
ITWC Non Val. cohérentes Tab. de mesures
DCC Non Val. constantes Tab. de mesures
OPSM Non Evolution Tab. de mesures

cohérente
SAMBA Non Evolution Tab. de mesures

cohérente
FLOC Oui Val. cohérentes Tab. de mesures
Spectral Non Val. cohérentes Tab. de mesures
IT Oui Val. cohérentes Tab. de contingence
BSGP Oui Val. cohérentes Tab. de contingence
Robardet (2002) Non Val. cohérentes Tab. de contingence
Block-EM Oui Val. cohérentes Tab. de mesures

Tab. de données binaires
Block-CEM Oui Val. cohérentes Tab. de mesures

Tab. de données binaires
Cemcroki2 Oui Val. cohérentes Tab. de contingence

TAB. 3 – Caractéristiques des algorithmes de bipartitionnement.

Les algorithmes de bipartitionnement diffèrent selon l’approche sur laquelle ils reposent,
le type de biclasses obtenues, le type de tableau des données et le domaine d’application (tab.
2.5). La majorité de ces algorithmes, à savoir CTWC, δ-biclusters, δ-patterns, ITWC, DCC,
OPSM, SAMBA, FLOC et l’algorithme spectral, ont été développés pour l’analyse des bio-
puces en bioinformatique, en particulier pour identifier des groupes de gènes ayant le même
comportement sous un groupe de conditions expérimentales. Les autres algorithmes, ont été
développés pour des applications différentes. Les deux algorithmes proposés par Dhillon dans
Dhillon (2001) et Dhillon et al. (2003) ont été appliqués à des tableaux de contingence croisant
des documents à des mots-clés pour la catégorisation des documents.
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Certains de ces algorithmes présentent l’avantage de pouvoir identifier les biclasses sans avoir
besoin de fixer a priori le nombre de biclasses ou le nombre de classes sur les lignes et les
colonnes. D’autres, par contre, nécessitent d’avoir une idée sur la structure des données.
Dans ce papier, nous nous intéressons aux algorithmes destinés au bipartitionnement des ta-
bleaux de contingence.

2.6 Algorithmes de bipartitionnement des tableaux de contingence
Algorithme CROKI2

L’algorithme CROKI2 (classification CROisée optimisant le Khi2 du tableau de contin-
gence) proposé par Govaert (1983) a pour objectif de trouver une partition P de X en K
classes et une partition Q de Y en L classes telle que le Khi2 de contingence du nouveau ta-
bleau construit en regroupant les lignes et les colonnes suivant les partitions P et Q soit maxi-
mum. L’algorithme CROKI2 consiste à déterminer une série de couples de partitions (Pn, Qn)
optimisant le Khi2 du tableau de contingence en appliquant alternativement surX et sur Y une
variante de la méthode des nuées dynamiques.

Algorithme BSGP
L’algorithme BSGP (Bipartite Spectral Graph Partitioning) proposé par Dhillon (2001) uti-

lise la théorie spectrale des graphes pour la représentation des documents et des mots-clés. Les
sommets du graphe sont les documents et les mots-clés et les arêtes sont les liaisons entre les
mots-clés et les documents dans lesquels ils apparaissent. Le poids de chaque arête correspond
au nombre d’occurrences du mot-clé dans le document. Le problème de bipartitionnement
correspond alors au problème de partitionnement spectral d’un graphe biparti. L’algorithme
BSGP fait appel à la décomposition en valeurs singulières et à l’algorithme de Kmeans pour
l’identification des classes des documents et des mots-clés. Cet algorithme, comme tous les
algorithmes basés sur le Kmeans, nécessite de fixer le nombre de classes dans les données.

Algorithmes basées sur la théorie de l’information
Deux variantes d’une même méthode de bipartitionnement ont été développées d’une ma-

nière indépendante par Dhillon et al. (2003) et Robardet (2002). Cette méthode consiste à
considérer les deux partitions recherchées comme deux variables aléatoires à valeurs discrètes
et à concevoir la recherche d’une bipartition comme un problème de maximisation de l’as-
sociation entre ces deux variables. Les deux variantes produisent une partition par un pro-
cessus d’optimisation locale. L’algorithme IT (Information-Theoretic co-clustering) Dhillon
et al. (2003) utilise la mesure de divergence entre la distribution de probabilités de Kullback
et Leibler et propose de fixer a priori le nombre de classes de chacune des deux partitions puis
optimise localement la fonction en estimant itérativement une partition en fonction de l’autre
jusqu’à la convergence. L’algorithme de Robardet et al. ne nécessite pas de fixer a priori le
nombre de classes des deux partitions. Il utilise un algorithme d’optimisation locale stochas-
tique qui procède également par ajustement itératif d’une partition en fonction de l’autre.

Algorithme Cemcroki2
L’algorithme Cemcroki2 proposé par Nadif et Govaert (2005) est une extension de l’algo-

rithme Croki2 basée sur un modèle de mélange croisé de distributions de Poisson. L’algo-
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rithme Cemcroki2 repose sur l’utilisation de l’algorithme CEM "Classification EM" pour la
classification alternée des lignes et des colonnes au lieu de l’algorithme des nuées dynamiques
utilisé dans Croki2. Son avantage par rapport à Croki2 est qu’il s’applique mieux aux données
réelles où les classes ne sont pas bien séparées et les proportions des classes sont différentes.
Des expérimentations effectuées par les auteurs sur des données réelles ont montré aussi qu’il
fournit des meilleurs résultats par rapport algorithmes IT et BSGP proposés par Dhillon avec
un nombre de documents mal classés nettement inférieur. Cependant, comme tous ces algo-
rithmes, l’algorithme Cemcroki2 nécessite de fixer le nombre de classes sur les lignes et les
colonnes.

3 Algorithme Croki2 de bipartitionnement d’un tableau de
contingence

Soit A un tableau de contingence à N lignes et M colonnes, défini par l’ensemble
{X = x1, . . . , xN} des lignes et l’ensemble {Y = y1, . . . , yM} des colonnes. aij , 1 ≤ i ≤ N
et 1 ≤ j ≤M , sont les éléments du tableau A.

Le χ2 du tableau de contingence initial s’écrit :

χ2(X,Y ) = S
∑
i∈X

∑
j∈Y

(fij − fi.f.j)2

fi.f.j

avec
S =

∑
i∈X

∑
j∈Y

aij

fij =
aij
S
, fi. =

∑
j∈Y

fij , f.j =
∑
i∈X

fij

L’algorithme Croki2 consiste à trouver une partition P = (P1, ..., PK) de X en K classes
et une partitionQ = (Q1, ..., QL) de Y enL classes telles que le χ2 de contingence du nouveau
tableau de données T (P,Q) soit maximum. À partir d’un couple initial (P 0, Q0), une suite de
couples de partitions (Pn,Qn) optimisant le χ2 de contingence est construite.

Le critère général à optimiser est :

χ2(P,Q) =

K∑
k=1

L∑
l=1

(fkl − fk.f.l)2

fk.f.l

avec
fkl =

∑
i∈Pk

∑
j∈Ql

fij

fk. =
∑
l=1,L

fkl =
∑
i∈Pk

fi.
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f.l =
∑
k=1,K

fkl =
∑
j∈Ql

f.j

S =

N∑
i=1

M∑
j=1

aij

Q1 . . . QL

P1 . . . . . . . . .
. . . . . . gkl . . .
PK . . . . . . . . .

TAB. 4 – Nouveau tableau de contingence construit en regroupant les lignes et les colonnes
suivant les partitions P et Q.

L’élément général du tableau T (P,Q) est gkl =
∑
i∈Pk

∑
j∈Ql

aij .

3.1 Déroulement de l’algorithme Croki2
L’algorithme Croki2 se déroule comme suit :

Pour chaque tirage aléatoire des partitions initiales (P 0, Q0)
1 Démarrer de la position initiale (P (0), Q(0), G(0))
2 Calculer (P (n+1), Q(n+1), G(n+1)) à partir (P (n), Q(n), G(n))

3 Calculer (P (n+1), Q(n), G(n+ 1
2 )) à partir de (P (n), Q(n), G(n))

4 Calculer (P (n+1), Q(n+1), G(n+1)) à partir de (P (n+1), Q(n), G(n+ 1
2 ))

5 Recommencer l’étape 2 jusqu’à la convergence de l’algorithme

La recherche des deux partitions (P,Q) sur les lignes et les colonnes peut se faire selon
plusieurs stratégies. La stratégie proposée par Govaert (1983) consiste à alterner l’optimisation
sur les lignes puis sur les colonnes en utilisant l’algorithme des nuées dynamiques jusqu’à la
convergence.

– Optimisation sur les lignes
On bloque la partition en colonnes Q et on ne travaille que sur la partition P en lignes.
Soit le tableau de contingence A(X,Q) défini par :

A1(x, l) =
∑
j∈Ql

aij

où Q = (Q1, ..., QL). En considérant que les objets à classer sont les éléments de X et
les variables les classes de Q, une suite de partitions de X en L classes est construite



M. Charrad et al.

telle que les χ2 de contingence associés soient croissants jusqu’à la convergence. Le
critère à optimiser avec l’algorithme des nuées dynamiques simple est :

∆(P/Q,G) =

K∑
k=1

∑
i∈Pk

dχ2(ui, Gk)

– Optimisation sur les colonnes
Contrairement à l’étape précédente, on fixe la partition en lignes P et on applique l’algo-
rithme des nuées dynamiques sur la partition en colonnes Y . Le tableau de contingence
est cette fois A(P, Y ) défini par :

A1(k, y) =
∑
i∈Pk

aij

où P = (P1, ..., PK). Une suite de partitions de Y en L classes fait croître le χ2 jusqu’à
la convergence. Cette fois, on cherche à optimiser le critère suivant :

∆(Q/P,G) =

L∑
l=1

∑
j∈Ql

dχ2(vj , Gl)

3.1.1 Problème d’optimisation

L’algorithme Croki2 recherche alternativement une partition de X et une partition de Y en
appliquant à chaque fois l’algorithme des nuées dynamiques sur une partition en fixant l’autre
et vice versa. Sur le tableau de contingence A(X,Q), plusieurs itérations sont nécessaires
pour atteindre la convergence de l’algorithme des nuées dynamiques. Une suite de partitions
de X , H0, ...,Hr, en K classes est construite telle que les χ2 de contingence associés soient
croissants jusqu’à la convergence.

χ2(H0, Qn) < χ2(H1, Qn) < ... < χ2(Hr, Qn) = χ2(Hr+1, Qn)

χ2(Hr, Qn) = ∆(Hr/Qn, G) = ∆(Qn/Hr, G)

où

G(k, l) =
∑
j∈Qn

l

∑
i∈Hr

k

aij

r est l’étape à partir de laquelle la suite devient stationnaire. La partition Pn+1 sera la
partition obtenue à la convergence : Pn+1 = Hr. De même pour le tableau de contingence
A(P, Y ), plusieurs itérations sont nécessaires pour atteindre la convergence de l’algorithme
des nuées dynamiques. À un niveau supérieur, une autre boucle d’itérations sert à alterner
l’optimisation sur les lignes et l’optimisation sur les colonnes jusqu’à ce que l’ensemble des
deux partitions soit stable. Ainsi, pour chaque tirage, l’algorithme Croki2 est itératif à deux
niveaux.
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3.1.2 Algorithme Croki2

1 Pour chaque tirage aléatoire des partitions initiales
2 Démarrer d’une position initiale (P 0, Q0, G0)
3 Pour iter < iterMax
4 Optimisation sur les lignes
5 Etape de représentation
6 Etape d’affectation par les nuées dynamiques
7 Optimisation sur les colonnes
8 Etape de représentation
9 Etape d’affectation par les nuées dynamiques
10 FinPour
11 FinPour

4 Accélération de l’algorithme Croki2

La stratégie utilisée dans l’algorithme Croki2 proposé par Govaert (1983) est l’optimisation
alternée de la partition en lignes et la partition en colonnes. Dans ce papier, nous proposons
une nouvelle variante de l’algorithme Croki2 qui consiste à combiner les deux étapes d’op-
timisation utilisées dans la version originale de Croki2 en une seule étape. L’algorithme des
nuées dynamiques est remplacé par une simple affectation de l’individu à la classe la plus
proche. Une boucle d’itérations permet d’alterner les étapes d’affectation et de représentation
sur les lignes et les colonnes plusieurs fois jusqu’à la convergence. La convergence est atteinte
lorsqu’aucun individu sur les lignes et sur les colonnes ne change de classe d’appartenance.

4.1 Algorithme Croki2 accéléré

L’algorithme suivant explicite le déroulement de l’algorithme Croki2 accéléré.

1 Pour chaque tirage aléatoire des partitions initiales
2 Démarrer d’une position initiale (P 0, Q0, G0)
3 Etape d’affectation des lignes
4 Etape de représentation des lignes
5 Etape d’affectation des colonnes
6 Etape de représentation des colonnes
7 FinPour

Les étapes de représentation et d’affectation sont définies comme suit :
– Étape d’affectation des lignes : consiste à calculer pour chaque objet i de X l’indice k∗

de la classe d’affectation qui vérifie

k∗ = argmink=1...Kdχ2(ui, Gk)
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– Étape de représentation des lignes : consiste à calculer pour chaque classe k le prototype
Gk = (gk1, ..., gkl, ..., gkL)

gkl =
∑
i∈Pk

ail =
∑
i∈Pk

∑
j∈Ql

aij

– Étape d’affectation des colonnes : consiste à calculer pour chaque objet j de Y l’indice
l∗ de la classe d’affectation qui vérifie

l∗ = argminl=1...Ldχ2(vj , Gl)

– Étape de représentation des colonnes : consiste à calculer pour chaque classe l le proto-
type Gl = (g1l, ..., gkl, ...gKl)

gkl =
∑
j∈Ql

akj =
∑
j∈Ql

∑
i∈Pk

aij

Sachant que l’algorithme Croki2 débute avec deux partitions initiales tirées au hasard sur
les lignes et les colonnes (P 0, Q0), les résultats obtenus, comme pour toutes les méthodes
convergeant vers un optimum local, dépendent de ces partitions initiales. Il est donc néces-
saire d’exécuter plusieurs fois l’algorithme afin d’assurer l’indépendance du résultat final des
partitions initiales.

4.2 Calcul de la complexité des deux algorithmes
L’algorithme Croki2 dans sa version originale est itératif à deux niveaux. Le premier ni-

veau d’itérations assure la convergence de l’algorithme des nuées dynamiques. Soient, pour
un couple de classes (K,L) donné, niter11 et niter12 le nombre d’itérations nécessaires
pour la convergence de l’algorithme des nuées dynamiques sur les lignes et sur les colonnes
respectivement, niter2 le nombre d’itérations nécessaires pour alterner l’optimisation sur les
lignes et l’optimisation sur les colonnes. Comme l’opération la plus coûteuse dans l’algorithme
Croki2 est le calcul des distances, nous estimons le nombre total de calcul de distances dans
l’algorithme. Soit le tableau des données de dimensions (N,M). Pour un tirage donné, et
pour chaque itération au niveau supérieur (allant de 1 à niter2), il est nécessaire d’effectuer
niter11×N ×K calculs de distances dans RL et niter12×M ×L calculs de distances dans
RK . Or niter11 et niter12 varient d’une itération à une autre dans la boucle supérieure. Ainsi,
le nombre total d’opérations pour Croki2 dans sa version originale est donné par la formule
suivante pour un tirage donné :

Croki2 :

niter2∑
i=1

×(niter11i ×N ×K × L+ niter12i ×M × L×K)

Croki2 : K × L×
niter2∑
i=1

(niter11i ×N + niter12i ×M)

L’algorithme Croki2 accéléré présente un seul niveau d’itérations. Soit niter le nombre
d’itérations nécessaires pour la convergence de l’algorithme pour un couple de classes (K,L)
donné. Le nombre total d’opérations dans ce cas est :
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Croki2accelere : niter × (N ×K × L+M × L×K) = niter ×K × L× (N +M)

Il est clair d’après ces deux formules que l’algorithme Croki2 accéléré est plus rapide que
l’algorithme Croki2.

4.3 Comparaison des deux algorithmes

Nous comparons la nouvelle variante de l’algorithme Croki2 à la version originale de l’al-
gorithme à l’aide d’un ensemble de critères tels que la complexité, l’aptitude à déterminer la
solution optimale et leur performance dans la génération de partitions avec des classes non
vides. Pour ce faire, nous utilisons des jeux des données que nous générons artificiellement.

4.3.1 Génération des données artificielles

Soient (x1,...,xi,...,xn) et (y1,...,yj ,...,yp) les ensembles artificiels de n individus et p va-
riables que nous voulons créer sur les lignes et les colonnes respectivement.

Ainsi, à chaque ligne i un vecteur xi de colonnes est associé et à chaque colonne un vecteur
yj de lignes est attribué, avec xi = (x1i , ..., x

j
i , ..., x

p
i ) et yj = (y1j , ..., y

i
j , ..., y

n
j ).

Soient (p1,...,pk,...,pK) le vecteur des profils initiaux des K classes a priori sur les lignes
et (q1,...,ql,...,qL) le vecteur des profils initiaux des L classes a priori sur les colonnes. La ré-
partition des individus sur les classes a priori est effectuée selon les pourcentages indiqués
par le vecteur α sur les lignes et le vecteur β sur les colonnes, avec α = (α1,...,αk,...αK) et
β=(β1,...,βl,...βL), αk ∈ [0, 1], βl ∈ [0, 1] et∑K

k=1 αk = 1 et
∑L
l=1 βl = 1

Algorithme de génération des données artificielles
L’algorithme que nous proposons commence par générer à partir du tableau des profils ini-

tiaux de dimensions (K,L) un nouveau tableau de profils sur les colonnes de dimensions (K,
p=NombreDeVariables).

Pour chaque classe l sur les colonnes
Pour chaque variable j de classe l

qj = ql

L’étape suivante consiste à générer les données artificielles sur les lignes à partir du nou-
veau tableau des profils. Les entrées de l’algorithme permettant cette génération sont :

– NbOccMin = Nombre Minimum d’Occurrences
– NbOccMax = Nombre Maximum d’Occurrences
– NbIndivLig = Nombre d’Individus sur les Lignes
– NbIndivCol = Nombre d’Individus sur les Colonnes
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Un entier compris entre NbOccMin et NbOccMax est tiré au hasard et attribué à la
variable NbOcci. Cet entier représente les profils marginaux sur les lignes (c.à.d. le nombre
total d’occurrences sur chaque ligne i). Ce nombre d’occurrences devrait être distribué sur les
colonnes en respectant la distribution des occurrences imposée par les prototypes initiaux des
classes. C’est la raison de l’introduction de la fonction cumul sur la fréquence des occurrences
dans les prototypes des classes.

1 Pour chaque classe k sur les lignes, k dans l’intervalle [1,K]
2 Pour chaque individu i de la classe ligne k
3 NbOcci← random(NbOccMin, NbOccMax)
4 Pour j dans l’intervalle [1, NbOcci]
5 y← random(0,1)
6 Pour l dans l’intervalle [1,L]
7 Si y ≤ cumul (P lk)
8 xli = xli + 1
9 FinPour
10 FinPour
11FinPour
12 FinPour

Nous fixons la dimension des tableaux générés à 200 lignes et 100 colonnes. Le tableau
4.3.1 présente 6 jeux des données composés de classes bien séparées sur les lignes et les co-
lonnes que nous utilisons dans nos expérimentations.

Nombre de classes Nombre de classes
sur les lignes sur les colonnes

JD3x3 3 3
JD4x4 4 4
JD5x4 5 4
JD6x3 6 3
JD3x8 3 8
JD6x6 6 6

TAB. 5 – Jeux des données avec biclasses séparées.

Une projection des classes-lignes et des classes-colonnes des jeux des données JD3x3,
JD5x4 et JD6x3 sur le premier plan factoriel d’une ACP est présentée sur la figure 2.

4.3.2 Comparaison du χ2 à la convergence

Dans l’algorithme Croki2, un bon bipartitionnement est obtenu pour des valeurs élevées de
χ2 reflétant une corrélation maximale entre la partition des lignes et la partition des colonnes.

Notre idée est de comparer les valeurs de χ2 obtenues à la convergence par les deux al-
gorithmes Croki2 et Croki2 accéléré sachant que les deux algorithmes sont initialisés de la
même manière et que la même stratégie de tirage aléatoire est appliquée dans les deux cas. En
d’autres termes, nous imposons aux deux algorithmes de commencer avec la même partition
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FIG. 2 – Projection des biclasses des jeux de données JD3x3, JD5x4 et JD6x3 sur le premier
plan factoriel d’une ACP. À gauche c’est la projection des classes sur les lignes et à droite
c’est la projection des classes sur les colonnes.

FIG. 3 – Représentation de la différence entre les valeurs de χ2 obtenues à la convergence par
les deux algorithmes appliqués à JD6x3 et JD4x4.

initiale sur les lignes et sur les colonnes (même conditions initiales).
Nous proposons alors de calculer la différence entre les valeurs de χ2 obtenues par Croki2 et
celles obtenues par Croki2 accéléré.

Diff =
2×

∣∣χ2
Croki2 − χ2

Croki2Accelere

∣∣
(χ2
Croki2 + χ2

Croki2Accelere)
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La représentation graphique de la différence entre les valeurs de χ2 (fig.3) montre que cette
différence n’est pas significative. Cette différence est nulle lorsque le nombre de classes sur les
lignes et les colonnes correspond au bon nombre de classes ((4,4) dans le cas de JD4x4 et (6,3)
dans le cas de JD6x3).

4.3.3 Comparaison des bipartitions

Pour comparer les partitions obtenues par les deux algorithmes, nous appliquons pour
chaque couple de classes, l’indice de Rand corrigé et la F-mesure sur les partitions obtenues
par les deux algorithmes sur les lignes (resp. les colonnes).

FIG. 4 – Représentation de l’indice de Rand corrigé appliqué aux partitions-Lignes et
partitions-Colonnes du jeu des données JD4x4 en fonction du nombre de classes sur les lignes
et les colonnes.

D’après les graphiques des figures 4 et 5, nous remarquons que plus on s’éloigne du bon
nombre de classes, l’Indice de Rand corrigé s’éloigne de 1 donc la différence entre les par-
titions augmente. En effet, lorsque le nombre de classes recherchées sur les lignes (resp. les
colonnes) augmente, les chances d’affecter deux individus à la même classe par les deux algo-
rithmes diminuent. Par ailleurs, nous notons que, pour tous les jeux des données, les partitions
retrouvées par les deux algorithmes coïncident lorsqu’on leur donne en entrée le bon nombre
de classes sur les lignes et les colonnes. En d’autres termes, lorsque le nombre de classes en
entrée est correct les deux algorithmes affectent les individus, aussi bien sur les lignes que sur
les colonnes, aux mêmes classes (l’indice de Rand corrigé est égal à 1).

La F-mesure calculée sur les partitions-lignes et les partitions-colonnes obtenues par les
deux algorithmes pour chaque couple de classe confirme les résultats obtenues par l’indice
de Rand corrigé (fig.6 et fig.7). La représentation graphique de l’indice de Rand corrigé et la
F-mesure appliqués aux partitions-lignes et partitions-colonnes des jeux des données JD6x3 et
JD4x4 (fig.8) montre que les deux indices coïncident pour la majorité des couples de classes
(k, l), en particulier lorsque ce dernier correspond au bon nombre de classes sur les lignes et
les colonnes. Dans le cas où ils ont des valeurs différentes, la valeur de l’Indice de Rand corrigé
est légèrement inférieure à celle de la F-mesure. Il s’avère alors que l’Indice de Rand corrigé
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FIG. 5 – Représentation de l’indice de Rand corrigé appliqué aux partitions-Lignes et
partitions-Colonnes du jeu des données JD6x3 en fonction du nombre de classes sur les lignes
et les colonnes.

FIG. 6 – Représentation de la F-mesure appliquée aux partitions-Lignes et partitions-
Colonnes du jeu des données JD4x4 en fonction du nombre de classes sur les lignes et les
colonnes.

est plus sensible aux différences entre les deux partitions. Ceci s’explique aussi par le fait que
l’Indice de Rand corrigé effectue une analyse globale des deux partitions comparées, alors que
la F-mesure réalise une analyse plus fine classe par classe.

4.3.4 Performance dans l’identification de la structure initiale des données

Afin d’évaluer la performance de chacun des algorithmes dans l’identification de la struc-
ture initiale des données, nous proposons d’utiliser l’Indice de Rand corrigé. Pour ce faire,
nous appliquons les deux algorithmes sur tous les jeux des données générées en faisant varier
le nombre de classes sur les lignes et les colonnes. Pour chaque algorithme et pour chaque
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FIG. 7 – Représentation de la F-mesure appliquée aux partitions-Lignes et partitions-
Colonnes du jeu des données JD6x3 en fonction du nombre de classes sur les lignes et les
colonnes.

FIG. 8 – Représentation de la F-mesure et l’Indice de Rand corrigé appliqués aux partitions-
Lignes et partitions-Colonnes des jeux des données JD6x3 et JD4x4. Les valeurs de l’Indice
de Rand corrigé sont égales ou légèrement inférieures à celles de la F-mesure.

couple de classes nous récupérons la partition- ligne et la partition-colonne correspondante.
Chaque partition est comparée à la partition initiale (c.à.d. artificielle) à travers l’indice de
Rand corrigé. Une valeur maximale de l’indice (proche de 1) indique que les deux partitions
sont égales. En d’autres termes, l’algorithme affecte les individus aux bonnes classes.
Soit l’exemple du jeu des données JD5x4. L’indice de Rand corrigé appliqué à la partition-
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colonne prend la valeur 1 pour les couples {(3, 4), (4, 4), (5, 4), (6, 4), (7, 4)} (fig.9 et fig.10).

FIG. 9 – Comparaison par l’indice de Rand corrigé des partitions réelles (i.e. générées ar-
tificiellement) aux partitions-lignes (resp. partitions-colonnes) résultant de l’application de
Croki2 sur JD5x4.

FIG. 10 – Comparaison par l’indice de Rand corrigé des partitions réelles (i.e. générées ar-
tificiellement) aux partitions-lignes (resp. partitions-colonnes) résultant de l’application de
Croki2 accéléré sur JD5x4.

Ainsi, au niveau des colonnes, l’algorithme retrouve la bonne partition composée de 4
classes quelque soit le nombre de classes sur les lignes. De même, au niveau des lignes, l’indice
de Rand corrigé prend la valeur 1 pour les couples {(5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), (5, 7), (5, 8)}.
L’algorithme affecte les individus aux bonnes classes lorsque le nombre de classes sur les
lignes est égal à 5 indépendamment du nombre de classes sur les colonnes. L’intersection des
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deux ensembles de solutions est le couple de classes (5, 4). Ceci montre bien que les deux
algorithmes sont aptes à identifier le bon nombre de classes dans les données.

Le couple de classes qui maximise à la fois l’indice de Rand corrigé appliqué à la partition-
ligne et celui appliqué à la partition-colonne est le (5, 4) qui correspond au bon couple de
classes. Pour tous les jeux des données, les deux indices de Rand corrigé obtenus sur la
partition-ligne et la partition-colonne sont égaux à 1 lorsque le couple de classes coïncide avec
le couple choisi dès le départ pour la construction des jeux des données, par exemple (3,3)
pour JD3x3 et (5,4) pour JD5x4 (fig.11). Ainsi, lorsque le nombre de classes sur les lignes
et les colonnes correspond au bon nombre de classes, les deux algorithmes, Croki2 et Croki2
accéléré, sont capables d’affecter les individus aux bonnes classes.

FIG. 11 – Indice de Rand corrigé appliqué à la partition-ligne et la partition-colonne obtenues
par les algorithmes Croki2 et Croki2 accéléré sur les jeux des données 5x4 et 3x3.

4.3.5 Comparaison de la complexité des deux algorithmes

Pour comparer expérimentalement la complexité des deux algorithmes, nous les appliquons
sur les jeux des données artificielles.

Dans l’exemple de la figure 12, nous fixons le nombre de classes sur les lignes à K = 6 et
le nombre de classes sur les colonnes à L = 3 et nous examinons les quatre premiers tirages
aléatoires des centres initiaux. Dans tous ces tirages, la complexité de l’algorithme Croki2 ac-
céléré est nettement inférieure à celle de l’algorithme Croki2 dans sa version originale. Par
exemple, dans le premier tirage, la complexité de Croki2 accéléré est égale à 32400 alors que
celle de l’algorithme Croki2 original est égale à 68400. Dans le deuxième tirage, la complexité
de Croki2 accéléré est égale à 54000 alors que celle de l’algorithme Croki2 original est égale



Bipartitionnement d’un tableau de contingence

FIG. 12 – Exemple des données permettant le calcul de la complexité de Croki2 et Croki2
accéléré sur JD6x3.

à 57600. Le calcul de la complexité des deux algorithmes sur les différents jeux des données
artificielles montre que la complexité de l’algorithme Croki2 original dépasse celle de l’algo-
rithme Croki2 accéléré. Par suite, l’algorithme Croki2 accéléré permet de gagner en temps de
calcul, en particulier lorsque le nombre de classes fixé sur les lignes et les colonnes est grand.

5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce papier une variante plus rapide de l’algorithme Croki2. Les ex-
périmentations menées sur les données artificielles ont montré l’aptitude des deux algorithmes
à identifier la structure initiale des données et à affecter les individus aux bonnes classes sur
les lignes et les colonnes. D’autre part, la comparaison des résultats obtenus par les deux al-
gorithmes montre que l’algorithme proposé est nettement plus rapide que l’algorithme Croki2
original. Comme perspective de ce travail, nous envisageons de tester les deux algorithmes sur
des données réelles présentant une structure de biclasses et des données artificielles présentant
un recouvrement de biclasses afin de mieux mesurer l’apport de l’accélération proposée.
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Summary

Simultaneous clustering has recently gained attention as a powerful tool that allows to
circumvent some limitations of classical clustering approach. Simultaneous clustering, usu-
ally designated by biclustering, co-clustering, 2-way clustering or block clustering, performs
clustering in the two dimensions simultaneously. A number of algorithms that perform simul-
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taneous clustering on rows and columns of a matrix have been proposed to date. The goal of
simultaneous clustering is to find sub-matrices, which are subgroups of rows and subgroups of
columns that exhibit a high correlation. The current paper consider an acceleration of Croki2
algorithm proposed for contingecy table biclustering. We report results of our recent testing of
accelerated Croki2 by the use of artificial datasets.




