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Résumé :

¥

ﬁpfés avoir donné en analuyse de variance et covariance une
définition précise des effets, indépendante des données recueilllies,
on montre 1’'impact de la non orthogonalité sur la précision
d’estimation de ces effets. Des exemples illustrent la nécessité dans
le cas non orthogonal 4’ étudier des combinaisons linéalres de ces
effets, déterminées a posteriori en fonction des données recuelillies.
Une technique d’obtention de fonctions estimables “simples" est aussi

proposée.

Mots-clés: Analyse de variance, covariance, moddle linéaire, fonctions

estimables.poluynomes orthogonaux
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fiprés des rappels sur les différents tuypes de moddies iLinéaires
et l’inférence statistique dans ces modéles (chap. 1 et 2), on d&finit
les effets gqui intéressent le praticien de l’analyse de variance
(chap. 3). Lorsque les données observées donnent une non orthogonalité
accusée, on ne peut hélas s’arréter a l’examen de ces seuls effets,
qui peuvent @&tre alors mal estimés ou pas du tout estimables. Les
chapitre 4 et S proposent quelques tactiques simples de rechange pour

ces cas non orthogonaux.

1. LES RIFFERENTS TYPES DE HODELE LINEAIRE

les moddles linéaires décrivent la relation entre une variable
gquantitative, appelée wvariable expliquée ou réponse, et une ou
plusieurs variables qualitatives ou guantitatives appeiées wvariables
explicatives ou facteurs. On distingue parmi eux les modeles de
régression dans lesquels les wvariables explicatives sont toutes
quantitatives, les modéles d’'analyse de wvariance ol les variables
explicatives sont toutes qualitatives et les modéles d’analyse de

covariance ol l'on a un mélange des deux tupes de variables,

En régression multiple, le modéle s’écrit
Y= og +ax ¥ ... tax +te 1.1>

On fait 1'hupothése que € est une variable aléatoire d'espérance
nuile, de variance ¢® indépendante des valeurs ¥,, ..., X, prises par

les variables explicatives
varfel) = g? £1.2)

St 1’om note & = *(gq4,3;,...,q,) le vecteur colonne des paramétres et

x = (1, %, ..., X7, l'espérance de la réponse y s’écrit
ECy) = te x a.?.

Elle dépend linéairement du wvecteun ©, et c’est de ld que vient

l’appellation de modéle linéaire. Un modtle de régression polynomiale

tel que :

Yy = agg +ta X+a, & +¢



- 27 -

est donc aussi un moddle linéaire, alers méme que ce modéle permet de
décrire une relation non linéaire entre uy et x comme celle de la
figure 1. En revanche, le modéle logistique

Oy

y = t €
1 + exp(-o,(x~a, )

qui permet de décrire une courbe comme celle de la figure 2 est non

iinéaire en fonction des paramétres. Un modéle tel que :
Y=g ta ¥ *{/lx, te
o) la dépendance entre y et Xx,, X; est linéaire est également un

modele non lineaire, car il dépend de fagon non linéaire de g,.

[T figure 1 yt figure 2
/ //-——-
//////, | -

» W
e

Considérons maintenant une expérience de comparaison de
différents aliments pour percs. 1l y a une variable explicative
qualitative : l’aliment. La wvariable expliquée y est 1’accroissement
de poids sur une péricde allant du sevrage & 1’abattage, qui s’écrit

pour un aliment “a" donné
y=p, te (1.4

u, est 1’accroissement moyen pour l’aliment a. Comme en régression, on
postule que ¢ est d’espérance nulle, de variance gt indépendante de
1’aliment a considéré. On peut réécrire (1.4) sous une forme identique
a celie du modele de régression en introduisant les wvariables

indicatrices des k différents aliments
Y= opex t o o toe (1.%3

Si l’animal a recu 1’aliment a, les indicatrices x,, ..., X sont

nuiles & [’exception de x, égale a 1.
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Dans une telle expérience, on améliore sensiblement la wvaleur
prédictive du modéie en rajoutant une variable explicative telle que

le poids p de l’animal au sevrage. Le modéle s’écrit alors :

U= g+ AP t+eE 1.6’
DU €ncare
g = ].llxl + ...t ukxk + A P + € (1.»7)

La variable explicative guantitative p est généralement qualifiée de
covariable et le modele (1.6} qui contient simultanément un facteur
gqualitatif l’aliment et un facteur quantitatif le poids au sevrage est

appelé modéle d’analyse de covariance.

Si 1’ expérience porte sur  plusieurs races de porcs,
1’aceroissement de poids y est a priori fonction de la race et de

l’aliment et s’écrit donc (en l’absence de covariable) :

Yy = Hy,p + € (1.8

1 n

ol "a" est l’indice de p’aliment, r" 1'indice de la race. Si les
races étudiées ne différent pas trop, l’aliment influe sur Ila
croissance de la méme fagon pour les différentes races. Le modele

prend alors la forme suivante :
y=a, + Bp + ¢ (1.9

(1.9) est appelé modile additif, par opposition au modéle pius général

1.8 que 1'on appeile modéle interactif.

2. ESTINATION DES PARAMETRES

Chacun des modéles précédents dépend de parametres inconnus (les
U, @, B et A). Pour estimer ces paramétres, on fait différentes
observations de y en faisant wvarier les valeurs des facteurs. Le
modele donne alors pour chacune des n observations une équation entre
les paramétres inconnus. Par exemple en régression multiple, si  wu,,
Kygs «-+r Xy SONt les valeurs des différentes variables pour la i &me

observation, on a :
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By, T @p * Xt L. P aXgt €
gy T @ t @ X gt o P EXet € (2.1)
Up = @y ¥ @ X pt oo FOGXent €p

Cet ensemble d’égquations peut &tre écrit sous la forme matricielle

y-Xxe+t+ e (2.22

ol @ = '(ag, @, ,...,0,) €St le vecteur des paramétres.

On s’'arrange généralement pour que les observations soient faites
indépendamment. Le wvecteur € a alors une matrice de covarlance

diagonale avec le terme ¢2 constant our la diagonale

cou(g) = @1, (2.3

Dans 1’expérience sur les gorcs. CuRpoOsSOns que 1’on expérimente ~
aliments, chazur sur 2 porcs. Gi l’aliment 1 est affecté par tirage "
sort aux porcs 1 et 4, 1'#liment 2 aux rorcs 2 et 3, on obtient Ir=

équations su . vantecs

Uy T + €
Hy = Wy t € (2 4
Yy = B2 ot g
Uy = By + €,

qui peuvent se wsttrs également sous la forwme matricielle (2.2), en

posant :
Uy 1 1] €,
Yz it 1 [M] €2
U = ¥ = e = € =
Ys 0 1 Ha €z
Yy 1 g €4

On suppose également 1’ indépendance entre les réponses, qul entraine

que € a la matrice de covariance donnée en (2.3).
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Des moddéles tels que (1.8), (1.8) el (1.8 s= mettent aussi sous
la forme matricielle (2.2), avec la matrice de covariance des erreurs

€2.3) lorsqu’il y & indépendance enire les observations.

A partir du systéme d'équations (2.2), on estime les paramétres
et certaines formes linéaires t'ae de «ces paraméires. Avant de voir
comment sont cholsles ces formes linéaires, nous rappelons les

principaux résultats sur l’'estimation et les tests,

Dans (2.2), le wvecteur y appartient & 1’espace vectoriel F=R",
qui est appelé espace des observations. Cet espace est muni du produit
scataire usuel noté <x,y> @ <x,y> = 'x y. On note P |’opérateur de
projection orthogonale sur l’espace Im X engendré par les colonnes de
la matrice ®. Si ('X X)- est une inverse généralisée de X ¥, on a :

P = X(tx ¥3-tx, On définit alors les notions suivantes

a/ Ualeurs estimées, résidus

L'estimateur des moindres carrés de E(u)=Xe est la projection
orthogonale Py de y sur Im X. Py est aussi appelé le vecteur des

valeurs estimées, et lz différence u-Py s’appelle le vecteur des

résidus.
b/ Somme des carrés des résidus

La gualité de 1'ajustement peut &tre mesurée par le carré de la
norme du vecteur des résidus ; <y-Py,y-Pu>. On le désignera en abrégé

par SCR, ce qui est 1’abbréviation de Somme des Carrés des Résidus.

¢/ Carré moyen résiduel

Le rapport #2=SCR/dlr, ol dlr = n-rang(X), est un estimateur sans
biais de o¢2. Ce rapport est appelé Carré mMouen Résiduel -en abrégé
CHR- ou encore variance résidueile. Le dénominateur dir de ce rapport

est appelé nombre de degrés de llberté reésiduels.
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d/ Fonction estimable des paramdires

La forme linéaire 'ae du wvecteur e des paramétres est estimable
si on peut l’estimer sans biais a partir d’une Forme linéaire tby du
vecteur §  des observations, Les conditions suivantes sont

équivalentes
i) ta® est estimable
ii) il existe beR" tel gue tae = ‘bMe pour tout e
iiid a ¢ Im ¥
iv) il existe v tel gue 'ae = <{Xvr,Xe> pour tout &

i."équivalence de iy, 1D et 1ii3l est 1immédiate, ainsi que
l1’implication iv) => ii). Pour montrer ii) ==>» 1iv), on cholsit un

vecteur « tel gue Xr=Pb.

Si tae = <{Xv,Xe> pour tout e, l’estimation sans biais de moindre
variance de ‘'as est <Xr,y> qul a pour variance og2<{¥e,Xr>. Sous
1’hypothése de normalité des erreurs, 1’intervalle de confiance de ‘ae

au seuil 1l-a est alors
tae = <Xr,uy> z t_ & SR, Ry

ol t, est la valeur qui a la probabilité o d’€tre dépassée en valeur

absolue par un 4 de student ayant méme nombre de degrés de liberté

(dir) gue &%,

Rewmarque : il arrive souvent que les réponses soient des mouyennes
calculées avec des effectifs différents. Dans ce cas, (2.3 est

remplacé par :
covig) = g2 n“_ 2.5

ot 11 est la matrice diagonale des effectifs et o2 la variance pour une
observation "individuelle". La matrice identité I, de (2.8) est donc

gsimpiement rempiacée par une matrice ! connue., Dans ce cas, tout ce
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qui précéde s’applique a condition de remplacer le produit scalaire

usuel <x,y>=txy par le produit scalaire {x,y>=‘>ly.

e/ Test d’ hypothése

Supposons que l'on veuille tester 1’hypotheése HO de nullité d’un

ensemble de r formes linéaires de o :
HO : ta,e=0, ..., 'a,e=0 (2.8)

Notons E, le sous espace des vecteurs Xe tels que e satisfait HO, et
Ps |'opérateur de projection eorthogonale sur E,. Pour tester
1’hypotheése HO, on utilise la quantité SCE=<(P-Py)u,(P-P,)y>, appelée
Somme des Carrés des Ecarts dfie aux r formes linéaires ‘ae,.. . ,‘a,e.
Le nombre de degrés de liberté correspondant d4i est le rang du
projecteu; P-P,, qui est égal a2 1la différence entre la dimension de
im %X et la dimension du sous-espace E,. Le rapport CH=SCR/dl est
appelé “"Carré Moyen", ou encore ‘“variance" correspondant a ces r
formes. Sous les hupothéses de normalité, le ratio F=CM/CMR suit la
1oi de Fisher Snedecor, centrée sous 1’hypothdse HO. Cette dermniére
hypothése est donc rejetée si FXF, , ol F_ est la valeur qui a la
probabilité a d’&tre dépassée par un f de Fisher Snedecor centré a dl
et dlr degrés de liberté,

Pour expliciter la dépendance entre la -somme des carrés des
écarts SCE et les formes linéazires ta;®, ..., 'a,®, on a besoin de la
proposition suivante  qui montre que seules influent sur la
statistique de test les fonctions estimables. On note {a,,...,ap} le
spus espace engendré par a,. ..., 4,, et T le sous espace des formes
linéaires associées, c'est & dire des formes ‘a® telles que
aef{a,,...,a,}. Parmi ces formes, ne sont estimables que celles pour
lesquelles a € ImtX, Le sous espace E, associé a 1"hypothése nulle

vérifie alors :

Proposition . E, est l’ensemble des vecteurs Xe tels que e annule les
formes linéaires estimables de T

Eg = L X6 / ‘ae=0 pour tout a e {a,,...,a,} n Im'X}
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Démonstration : soit T,={a,,...,a,} n Im'X, T, un supplémentaire de T,
dans {a,,...,a.} et S un supplémentaire de Im ‘X qul contient T,.
p=k+!1 étant la dimension de ®, R* est somme directe de Im'X et S et
est donc aussi somme directe de Ker X=C(im'¥X)+ et de S*.

Soit alors @ un wvecteur tel que ‘ae=0 pour tout aeT,. On a
e=e,+8, ol O, eKer X, e,eSt. Par suite Xe=Xe,. Or e,=6-6, est
orthogonal & T, puisque ® l’est par hypothése et que e,clImtxd+,
D'autre part o, est orthegonal & S, donc & T,, et ®, vérifie donc
1’hypothése HD : ta,e,=0,...,%a,®, =0, Xe=Xe, appartient donc a E,, ce

qui démontre la proposition =

Soient T, ..., T des vecteurs tels que tRXY,, ..., TRET,
engendrent {a,,...,ap} n Im'X. Les formes linéaires estimables de T
sont engendrées par <Xr,,Xe>,...,<{Xr,,Xe>, D’aprés la proposition, E,

est le sous espace des wecteurs Xe qui vérifient :
HB® : {Xr,.%Xe> = 0, ..., <Hvy,X8> =0
P-P, est donc Ll’'opérateur de projection orihogonale sur l’espace

{X%;, ..., Xv,} engendré par X<, ..., Xtq.

3. DBEFINITION BES EFFETS

La théorie résumée dans le paragraphe précédant suppose définies
les Ponctions des paramétres, ou famille de fonctions, dont on veut
tester la nullité ou obtenir des intervalles de confiance. Nous allons
uoir comment ces fonctions, qu’on appellera également “effets”
s’introduisent de fagon naturelle & partir du type de modéle

considéré.

3.1, Reégression multipie

Examinons pour commencer le modéle de régression multiple
y =g, +o ¥ + ..t q X te (3.1

Ce modéle peut gtre utilisé pour faire de la prédiction. La réponse

mouerine (espérance de y) pour des wvaleurs x,, ..., X, des facteurs
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@t X+, ..t X, €St estimée par 8o+ X, t...+8,X,. Cette prédiction
peut &tre assortie d4’un intervalle de confiance qul prend en compte
1”imprécision sur l’estimation de &,, &, ..., 8,. Si 1'on désire une
prédiction individuelle, on doit aussi prendre en compte la variance
de ¢ dans le calcul de l’intervaile de confiance.

On s’intéresse aussi en régression aux paramétres o,, ..., a. Le
coefficient a, de x,; est 17augmentation moyenne de la réponse,
lorsqu’on incrémente x; d’une unité en maintenant & une valeur
constante les autres facteurs. C’est ce qu'on appellera i’effet de x;,

ajusté pour les autres facteurs. Si l’hypothese «,=0 est rejetée par

un test, il uy a donc dépendance entre la réponse et x;, toutes choses

égales par ailleurs.

Si le dgmaine de variation des facteurs ne recouvre pas la valeur
0, le coefficient @, qui est la réponse moyenne pour x,=0, ..., x,=0

n’a pas de sens. On reparamétrise alors (3.1) sous la forme
y=oaytoa ((-%)+ ... +a (GXI+e z.23

od X, ..., X, sont des wvaleurs centrales des domaines de variation

des facteurs X,, ..., ¥, €t goZagta, X +...+q, X, est la réponse moyenne

associée a ces valeurs centrales. Ce dernier paramétre est
interprétable contrairement a ag.
Si les domaines de wvariation des facteurs x;, ..., X, ont des
largeurs trés différentes, il est difficile de comparer les effets a,,
., a, entre eux. Il est alors judicieux de diviser chaque facteur X,
par une mesure o, de l’amplitude de variation de ce facteur. Le mod2le

(3.2) devient alors :

y = ) + B; (xlﬂil)/ci + ...t Bk (Xk"'?k)/t:'k + €

Les nouveaux effets B,=¢,x, s’ interprétent de facon analogue aux a, et
ont 1’avantage d’€tre comparables entre eux, On dit qu'ils sont

normal isés.
3.2. Régression polynomiale

Considérons waintenant le cas de la régression polynomiale :

e FoZg v ¥ ba xE toe 3.3

1
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La dérivée de l’espérance est a,+2wx,x. Elle augmente de 2a, lorsque X
augmente d’une unité. @, s’interpréte donc comme une mesure de la

courbure. On l’appelle l’effet quadratique. En revanche, a, et w, 9qui

dépendent de l’origine choisie pour mesurer la variable explicative x
sant généralement ininterprétables. On les remplace par 2 nouveaux

parametres oy et o définis comme suit

* g est la constante gui approxime le mieux la réponse espérée

sur le domaine de variation de x considéré. On l’appelle effet moyen.

* o est la pente de la droite qui approxime le mieux la réponse
espérée sur le domaine de variation de x considéré. On l'appelle effet

linéaire.

P (%) pente a,

Ty

3

Pour dafinir ces effets précisément, on introduit un domaine de
variation I et une probabilité u sur ce domaine. La qualité de
|’approximation est définie par la distance dans L2(ud & la réponse
espérée  ¢(x)=ggta, xta,x®. Il est alors Ffacile de wmonirer que
1’espérance o(x) de y se réécrit en fonction des nouveaux parametres

as, et m; sous la forme
ECY) = 9(x) = af Po(x) + o P, 00 + o, P02 (3.4

ol P,, P, 6t P, sont les polgnomes orihogonaux de degré 0, 1, 2 dans
L), Si la mesure p est suméirigne zutnur d'une valeur centrale X,

ces polynomes s'écrivent

PQ(X) = 1 P,(x) = % - = P:(x) = (x - X% - (x - X8
avec 1
% = L X du0) . (x - E s fl (x - R auG
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Si on note [o,¢] le produit scalaire de L,(ud

[e,9] = Il p(x) p(x) dpuixd (3.5

on déduit de (3.4) une expression directe des effets en fonction de ¢ :

ac‘; = [Po’q’]/[POJPD] ’ II; = [Pliv]/{Pi -P1] sy g T [PQJ‘P]/[P2;P2]

On peut aussi exprimer ces effets comme formes linéaires des
paraméires a,, o,., @ Soit en utilisant les égalités ci-dessus, soit
en développant (3.4). Mais cela est généralement inutile, car aj,

et @, sont en pratique estimés directement & partir de la forme (3.4)

du wmodtle.

Normalisation : de m8me qu’en régression wultiple, il est souhaitable
pour comparer 1’effet linéaire et l’effet quadratique de normer les
polunomes orthogonaux associés pour qu’ils aient des wvariations

comparables sur le domaine I considéré., On posera donc :

R, = Po/IPaFs] R, = B /PP ] R, = PoA[F;.P]
Bo = ag JIPg,Po ] B, = o JIF,P,] By = ay VIP3,P;)

de sorte que
ECu) = 9(x) = By Rox) + B, R (x) + B, R(x)

R,, R, et R, sont les polynomes orthonormés de degré 0, 1 et 2.
B,» B, €t B, sont les effets moyen, linéaire et quadratique

normallsés. ils s’expriment en fonction de ¢ par les relations :

By = {Ro.%] By = [Ry.9] B, = [Ry.9]

Généralisation . Le fait que l'espérance w(x) de y est un polunome de
degré 2 en x n’a pas été utilisé dans la définition des effets moyen

et linéaire. On peut donc généraliser la définition de ces effets a
n’importe quelle fonction ¢ dans L,(ud> et on peut définir de fagon
similaire des effets quadratique, cubique, etc... De Fagon générale,

on définit 1’effet B, normalisé de degré s par l’égalité
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B, = [Re.9] (3.6

Nous donnons en annexe l’expression des poluynomes orthonormés R, de
degré s<4, dans le cas od le domaine I et la probabilité p sont
symétrigues autour de 0, cas auquel on peut socuvent se ramener par

simple changement d’origine sur la variable explicative.

Dans le contexte expérimental, on cheisit souvent d'observer la
réponse uy en des points réguliérement espacés X;, X3, ..., X QU
domaine de variation de x étudié. Dans ce cas 13, on choisit
généralement pour p la probabilité discréte donnant une masse égale

1/r & chacun de ces points. L'effet B, devient alors

B, = [ Z, o(x) R, (x2 ]/ 71
L’intérét de ce choix est le suivant. Si 1’on dispese d’cbservations
de y en chacun des points %X,, ..., ¥X,, On peut estimer les espérances
e(%,), ..., 9(x,) et en déduire l’estimation de B,. SI 1’on note @,
l’estimation de (x,), on a :

gs = [ z,‘ al Rs(xi) ] / r

Tous les effets sont donc estimables, quelle gque soit la forme du

modeie de l’espérance ¢, gqui peut méme ne pas &ire paramétré.

Lorsque les wvaleurs de x étudiées ne sont pas complétement
mattrisées (données d’enquéte). on peut de fagon analogue adopter pour
J une probabilité donnant & chaque valeur x un poids égal au nombre
d’observations en x. Mais la définition des effets dépend alors de la
répartition des points d’cbservation et il est difficile de comparer
des estimations provenant d’échantilliens distincts, puisqu’elles
n‘estiment pas strictement 1la méme chose. 11 est donc préférable
d’adopter une mesure p indépendante des données, autrement dit de
définir les ePfets mouen, linéaire, quadratique, ... indépendamment de
1’échantillon particulier considéré. Mals il devient alors impératif
de spécifier une Forme paramétrique pour 1'espérance ¢ sl 1'on veut

que les effets solent estimables.
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3.3. Régression polynowiale wultipie

On peut adopter une approche similaire & la précédante pour
définir des effets en régression polynomiale muitiple, Supposons par
exemple qu’il y a 2 variables explicatives x; et x;, que la réponse
espérée est E(Yi=plx, ,x;) et que 1’on a choisi des probabilités u, et
u, sur les domaines de variation respectifs de x, et X,. On peut alers

déefinir un effet norsalisé B, de degré s en x, et t en x, par une

formuie analogue a (3.8

B,, = [R.e0,.9] = J I Re (%, )0 Gy 3 00, 3,0 iy () dup () (3.7

ou les polynomes Ry, R,, ... sont les polynomes orthonormés de degré
0. 1, ... dans L,(yu, ) et Q,, @, ... de méme les polynomes srthonormés
de degres 0, 1, ... dans L,(u,2, Les polynomes produits tensoriels

R.®Q,, définis par
R.88, (x;,%y) = Ry(x;) G, (x;) (3.8

sont alors les polynomes orthonormés dans L,Cu,eu,) o0 yyeu, est la

mesure prodult.
Lorsque S et t sont petits, les effets By, peuvent &tre dénommés

simplement

s=l, t=8 B,, est l'effet lin x, (effet linéaire de Xy )
s=1, t=1 B,, est l’effet lin x; x lin x,
s=1, t=2 B,, est l’effet lin x; x quad X,

etc

Pour interpréter un effet tel que lin x, x lin X,, On remarque que ie

caleul de cet effet peut €tre décompousé en & étapes

a/ on calcule pour chaque x, Fixé l’effet w(x,} linéaire de x, . c'est

54 dire la pente de la droite qul approxime le mieux la fonction

X, =@ (%, ,Xg)

wixg) = j R, (%, (%, ,Xs7 dp, (%)
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b/ on calcule ensuite l’effet linéaire pour la réponse w(x,), c'est a

dire la pente de la droite qui approxime le mieux ¢(x;)
By, = I R,(x,) %(x;) dulxy)

Cet effet est ce qu’'on appelle une mesure d’interaction entre les
facteurs x, et x,. $'il1 est important, cela indique que la pente
moyenne de la relation liant la réponse & x, a une variation wmonotone

et réguliére en fonction de x,.

L’utilisation d’une mesure produit m,eu, est icl essentielle si
1’on veut une interprétation simple des effets considérés. Dans le cas
de données d’enqu@te, la mesure donnant & chaque point (x;,X%;) wun
poids proportieonnel au nombre d’observations en c¢e point n’est pas une

mesure produit et n’est pas adéguate pour définir des effets.
2.4. Analyse de variance a 1 facteur

Dans l’expérience sur les porcs, on est amené pour cowmparer les

aliments entre eux & étudier des formes linéaires telles gque :

Hy = My (comparaison entre les aliments 2 et 13
pug - Cy, + p, 3/2 (comparaison entre l’aliment 3 et la modenne

des aliments 1 et 2 3

Plus généralement on é&étudie des formes linéaires T,Cal, des
espérances yu, dont la somme des coefficients est nulle : Z,ca=0. De
telles formes linéaires sont appeléss des contrastes de l'effet
aliment. La Ffamille de tous ces contrastes, qui est engendrée par les
différences Y,~Hu entre 2 aliments a et a’ distincts constitue

“1”effet principal du facteur aliment".

On a souvent l’habitude de réécrire le modéle (1.4) sous la

forme :

Yy=u+a, te¢ (3.9
ot : p=p o= (E, u, I/ X% (x : nombre d’aliments comparés)

d.=}1,-l-i
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a, est appelé effet de l'aliment a. C’est un contraste de 1'effet

principal aliment et les différents o, engendrent cet effet.
3.5. Analyse de variance & 2 facteurs

Si 1’expérience porte sur plusieurs races, on se pose la question
de savoir si les différences entre aliments dépendent ou pas de la

race. Cette question peut &tre formalisée par 1’étude d’un contraste

tel gue
C=Clpp—Ham? =~ CHayp =~ Hgr p] £3.100

C est nul si la différence entre les aliments a’ et a est la méme pour

les races r et r’. On appelle conirastes 4’ interaction entre les

facteurs aliment et race les Formes linéaires des p,, générées par
l’ensemble des contrastes C associés aux différents quadruplets
Ca,a’,r,r’). L’ensemble de ces contrastes est ce qu’on appelle

1’ interaction AlimentxRace (on parlera aussi d’effet d’interactionl.

Si les contrastes d’interaction ne sont pas trop grands et que
l’effet aliment est donc du méme ordre pour les différentes races, on

calcule des différences moyennes telles que

A= Uy, ~ Ha. (3.11)

 ‘ensemble de ces différences engendre |’effet principal du facteur

aliment.

L’interaction définie ci-dessus donne un réle symétrique aux 2
facteurs. Cela apparait clairement si 1l’on réécrit C sous la forme

suivante
C=z Cpypp-Hap 3= Cly po= Hap?

Si les contrastes d’interaction sont petits, les différences entre
races seront donc également du méme ordre quel gque soit 1’aliment

utilisé et on pourra les résumer par des différences moyennes comme :

R= Mo~ H.p (3.12)

L’ensemble de ces différences engendre 1 effet principal race.
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Les moyennes M,. €t M, p sont généralement non pondérées

M. C gy + oo + Hae 2/0 (¢ : nb. de races?

Bop = Ciyp + oea + Wy Xk (k:omb. d’aliments)

Mais on peut aussi choisir de les définir comme des moyennes

pondérées
Hy. = Py Hag t <o T Pe Mae S A TR (3.13
PBop @ G Myp # ove # Qe Bor - G b e +q, =1 (.14
Par exemple, les poids p;, ..., Pp sont choisis proportionnels aux

nombres de porcs de chaque race dans la zone 3 laquelle s’applique
1'&tude.

De par la liberté de choix des poids et de méme qu’en régression
polynomiale, 11 entre donc une certaine part d’arbitraire dans la
géfinition des effets principaux. Cependant, pour qu’une différence
entre moyennes My -H,. Soit aussi une mouenne des différences
U, p—Hap, 11 @st impératif que les poids py, ..., Pe affectés aux
races pour le calcul des moyennes U, soient ies mémes pour tous les

aliments.

De méme qu’en analyse de variance & un facteur, on a l'habitude

de réécrire le modéle (1.8) sous la forme

Uy = p+ oyt By ¥t Yar tE (3.15)
ot : B = M, = Za,p G Pr Har T Z, 9y Ha.
Ta = He. — H..

Bp = H.p — H..
Yar = Mar — My, = H.p * K.,

Notons que ces paramétres vérifient les contraintes
ZaYsr=0 E.Yar=0 Z,a,=0 ZpBp=0 (3.1e2

Les Y.r engendrent 1’ interaction alimentxrace. Les a, et B, engendrent

respectivement 1’'effet principal aliment et l’effet principal race.
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Definition d'effeis par programme

Une fols précisé le modele qui peut s’écrire sumboliquement dans

1’exemple ¢i-dessus
Y = A.R + EPS

les contrastes intéressant 1’utilisateur s’introduisent. comme
combinaison linéaire de moyennes. Pour définir une moyenne, il suffit
de préciser les Ffacteurs dont le niveau est fixé, comme dans les

exemples suivant (cf adssi MODULAD, notice du module MODLID,

M(Aa=1,R=1) pour H,,

M{A=1) pour My, = &, Pr Hiy
M{R=13 pour M.y = &, qy May
M pour j,, = Z,.p 9a Pr Har

on peut alors facilement définir des contrastes tels que les

différences P, ~H,. » ou les effets a, et Y,»

MCa=2)-M(A=1) POUr  Ua, = My,
M(R=1)-M pour oy = My, — MK,
M(A=1,R=1)-M(A=1)-M(R=1)+M  pour <Y,y = My i=H; ~H. tH,,

Si Ll’on wveut définir une famille de contrastes, on remplace les
indices 1 et 2 figurant ci~dessus par des variables :

M(A=A2) - M(A=A1) pour définir l’ensemble des différences p, — y,

Dans certains cas, on peut sous-entendre certains indices, Ainsi :

MEAY - M définit les effets a,=, -4, ., de méme que
M{A=A) - M (l’indice est ici noté comme le Facteur)

3.6. Definition des effets dans un cadre plus général

(» ce paragraphe peut &tre omis en premidre lecture)

Supposons maintenant qu’il y a f facteurs, quantitatifs ou
qualitatifs et solient I, ..., I, les ensembles de niveaux

correspondants. 1, est un intervaile de R si le facteur J est
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quantitatif, un ensemble fini de niveaux si le facteur Jj est
qualitatif. On note (%, ,...,X:) 1"espérance de la réponse y pour les

niveaux x,, ..., X, des facteurs. Le modéle s’écrit donc :
U= (X, vons Xe ) ¥ € E{e)=0 (3.17)

¢ est supposée définie pour chaque combinaison . de niveaux
(Xg peossXpdelyx...xlg des facteurs. D’un point de vue pratigque, cela
indique qu’il n’y a pas de hiérarchie entre les facteurs. Nous verrons
ultérieurement comment adapter la présente démarche lorsqu’il y a des
hiérarchies.

Pour définir des effets, on cholsit une probabilité u; sur chaque
intervalle 1,. Si le facteur j est quantitatif, on note R,q, R;i, R,z
... les polynomes orthogonaux de degré 0, 1, 2, ... dans L,(p,> et
€,0, Ejur Ej2, -, les sous—espaces de dimension 1 qu’ils engendrent.
81 le Pacteur j est qualitatif, on note E,, le sous espace engendré
par le wvecteur constant de L,{u,) et E,;; l’orthogonal de E,, dans
LaCp;). On peut alors associer un effet & chague f uplet d’indices
Ciy,.v.,i,) tel que i, prend les valeurs 6, 1, &, ... si le facteur J
est quantitatif, les valeurs 0O et 1 seulement si le facteur j est
qualitatif. Cet effet est par définition le sous-espace £(i,,....,1.)

de toutes les formes linéaires de o qui s’écrivent

B(p) = [ Rye...8R, , ¥ ] (3.18)
= J .‘ I Ry (%, ) o R €, ) @0x 1 %) Al € )i O
od RyeEyy » «ov o ReeEey, - Le produit tensoriel R,e...eR, est défini

comme en régression multiple par :

Ry®...8R, (Xy,...,Xs) = Ry (%3 . Relx.J (2.19)

C’est un vecteur de L,(m®...eu.) et la notation [,] utilisée dans
(3.18) fait référence au produit scalalire dans cet espace. On suppose
éuidemment, pour donner un sens & (2.18), que ¢ appartient &

L,(u,e. ..oy, Par ailleurs. on identifie dans ce qui suit chaque
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forme linéaire =®(e} au wvecteur R,e...8R, qui la définit. L'espace
#Ci,,...,1) peut &tre ainsi considéré comme un sous-espace de

L,(u;e...e4,). De par sa définition, on a :

21, ,...,1.) = Elile .. @ Egy (z.20)

£

|L’interprétation de 1’effet B(p) est analogue & celle des
exemples donnés dans les paragraphes précédants. Si i,=i,=...=1,20, R

... R, sont des constantes et B(p) est proportionnelle & la moyenne

générale ¢(e,...,*)

Blo) o< 9o, . ..,*) = I"..I el , 0., X ) dpy O 200 .dp 0,2

Si un seul des indices i,, ..., i, est non nul, par exemple i;, on a :
B(@) I Ry €Y 9C%; 000 enss) dpy (%)
ol ! (X ,*,...,%) = I ..”I o(x, , ..., %) duyx, ). . . dy, (%)
Xy Xp
Ble) est alors un contraste entre les moyennes marginales
(%, ,*,...,~3 du premier facteur. L’ensemble 2(1,0,...,0) de tous ces
contrastes constitue 1'effet principat du facteur 1 dans le cas

gqualitatif. Dans le cas quantitatif, il s’agit de 1'effet de degré i,

de ce facteur.
Si deux des indices sont non nuls, disons i; et i,, ona :

Blgp) o I R, (x,7 I R,(x,) @(x,,%3,%,...,*) dpy (x;2dy,(x,3

ol : 9(X, ,Xz,%,.0.,) = I .
X

3

."I' 90Xy + 0 v o X dlg(xg) .. .dit, (x,)
Xe

Ainsi le calcul peut se faire en 2 temps. Pour chaque valeur fixée de

%x,, on calcule un contraste §(x, ,9) entre les mouennes marginales

P0X, Ko, %, ness)
B(x, ,p) = I R, (%) 90X, ,Xp,5,000,°) dpy ()
Puis on forme un nouveau contraste entre ces 5(x, ,¢)

BCo) = J R, (x,) §Cx,,9) iy (x,)
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On it que le contraste ainsi Fformé appartiemt & l’interaction des
facteurs 1 et 2. Si le Pacteur 1 est quantitatif, on précise que B¢

est de degré i, en x,, et de méme pour le facteur 2.

Facteurs hiérarchisés

On peut souvent se ramener a la situation précédente en

introduisant des pseudo—facteurs, Ainsi dans 1'expérience sur les

porcs, si on utilise plusieurs animaux par portée, on introduira en
sus des facteurs aliment et race, le facteur "portée” qui est
hiérarchisé par le facteur race. Si le nombre de portées utilisé par
race est constant on peut alors décrire chague situation possible par
un triplet (x,,%,,x;)=Ca,r,p) ol 2 est l'aliment, r la race et p le
numéro de portée dans la race. Ce triplet appartient & I, xI xIy; od I,
est l’ensemble des aliments comparés, I, 1’ensembie des races et I
1’ensemble des indices de répétition, de cardinal é&égal au nombre de
portées par race. La donnée de ce numére de portée définit ce qu’on
appelle un pseudo-facteur. Isolé, ce pseudo-facteur n'a pas de sens
puisque 2 portées de 2 races distinctes qui porte le m@me numéro n’ont
pas de relation entre elles. Il Ffaut donc toujours associer ce
pseudo-facteur au facteur face.ce qui conduit & regrouper dans la
définition des effets le "pseudo” effet principal portée 2(0,0,1) & la
“pseudo” interaction portéexrace 2(8,1,1). L’ensemble des contrastes

générés par ces 2 effets constitue 1’effet "portée intra race”.

De Ffacon plus générale, supposons pour simplifier gue les

facteurs sont tous gualitatifs et que I,, ..., I, sont les ensembles

de niveaux des facteurs ou pseudo-facteurs, qui sont munis de
probabilités p,, ..., .. La relation de hiérarchie définit un préodre
partiel sur 1’ensemble ¥%={1,...,f} des numéros de Ffacteurs : le
facteur j est inférieur au facteur 1, et on note j<i, si 1 est
hiérarchisé par j (dans l’exemple précédant, on a : race < portée). On

associe alors un effet & chaque sous-ensemble & de F qui vérifie
iea et j<i =_— J e A (3.21)

Cet effet est le sous-espace 2(A) des formes linéaires B(9) définies

par €3.18) & partir de vecteurs R,, ..., R, vérifiant



- 4B -

a/ R, eE; si Jje#k .
b/ R, est un vecteur quelconque de R ° sij<ieties
¢/ R, € E;o dans tous les autres cas, c’est & dire s’il n’existe pas

de i e 4 tel que Jj<i.

L’interprétation de ces effets est simple. Reprenons 1'exemple des
porcs avec ¥={1,2,3} et 1’unique relation 2<3. L'ensemble A={3}
vérifie (3.21) et définit donc un effet Pormé par les contrastes B(¢)

de la forme
E(qﬂ) o J‘Rz(xi) J‘Rs(Xs) @(',x:,x;) du:(x:)du;(x;)

ol R; est orthogonal dans L,(usz) au vecteur constant 1, et R, est
quelconque. En particulier, si R, est égal a 1 pour l’une des races
r=x,, 4 0 pour les autres, on voit que B(p) est un contraste entre les
moyennes ¢+ ,X,,Xy) associées aux différentes portées xy de Trace ¥,

et ces contrastes engendre 2(A) qui est l’effet portée intra-race.

§i certains des facteurs sont quantitatifs, on suppose qu’il n'y
a de relation de hiérarchie ni entre eux, ni entre ces facteurs d’une
part et les facteurs qualitatifs d’autre part. On peut alors assocler
un effet & chaque f£ uplet (i,,...,1s) pour lequel 1’ensemble #& des J
tels que le Facteur J soit qualitatif et i,=1 vérifie (3.21). Cet
effet, noté comme précédemment $Ci;,...,1,), est 1’ensemble des

produits R,e...eR, tels que :
R, & By si le facteur j est quantitatif

R, vérifie les conditions a, b, ¢ données ci-dessus sl1 le facteur

3 est gualitatif.

Posons : F, = Eyq pour un facteur j gquantitatif
F, = E;, sl je 4
llJt PR .
F, =R si j<i pour 1 e A&

F, = Ejp si 1,20 et s’il n’existe pas de iex tel que j<i
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On a alors :

2(i,,...,i,) =F, @ ... F, (3.22)

Changement de paramétres

Les effets précédemment introduits sont orthogonaux dans

LoCp,@...84.). Cela résulte de 1'identité :
[R,e...8R,,5,e...85,] = [R;,5,][R;,8,] ... [R.,S;] (3.23

qui entrafne l’orthogonalité des 2 vecteurs R,e...eR. et S5,8...8S5, d&s
gque R, + S, pour 1’un des indices j. Utilisant cette propriete, on
peut aussi donner une base orthogonale simple de 1’espace 2(i,,...,i,J
défini en (3.22). On choisit pour cela une base orthogonale R, dans
chaque sous-espace F,, et on forme les produits tensoriels Rje...eR,

pour R,e®,, ..., R.eX..

En pratique, on fait souvent 1’'hypothése que ¢ appartient & un
sous-espace du type E =T 2(i,,...,1.) de L,(y,®...eu.), la sommation
portant sur une famille ¢ Q’effets. On peut alors former, & partir de
bases orthonormées des sous—espaces orthogonaux £(i,,...,i), une base
orthanormée z,, ..., 2z, de E tel que chaque z, appartient & 1’un des
espaces 2Ci,,...,i,.). Décomposant v sur cette base, on obtient :

-

o =Z, {z,,9] 2, (3.24

(3.24) donne une reparamétrisation en fonction de parameétres 3,=[z,.,¢]
appartenant aux différents effets, donc facilement interprétables.
Néanmoins, lorsqu’ili y a des facteurs qualitatifs, on utilise
généralement une autre reparamétrisation, analogue 3 celle donnée en
(3.15) dans le cas particulier de l’analyse de variance a 2 facteurs.
Les paramétres de cette reparamétrisation sont redondants, mais ont
1’avantage de respecter la suyméirie entre les niveaux de chagque
facteur qualitatif. Pour l’obtenir, on commence par décomposer ¢ sur
les sous—-espaces associés aux différents effets de ¥. On note donc P,
1’ opérateur de projection orthogonale sur le sous espace 2£(i,,...,1.2

associé a un effet e de €, de sorte que :
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¢ = I, Pow (3.25)

On décumpose ensuite P,9¢ sur une base orthonormée Formée & partir,
d’une part des poluynomes orthonormés pour les facteurs quantitatifs,
d’autre part des bases canoniques de L,(p,) pour les facteurs
qualitatifs. Plus précisément, si le facteur J est qualitatif, on note
%, la base orthonormée obtenue en normant les vecteurs canoniques
e, =(1,0,...,0), e,=€0,1,0,...7 ... de L,(u,). 81 le facteur J est
gquantitatif, on note %, la base formée du seul poluyncme orthogonal

normé de degré i,. On a alors
Pew = £ [Rie . . oR.,P.9]l Rie .. eR, (3.267

la sommation &tant étendue & l’ensemble %, ..eR, de tous les produits

tensoriels R,e...8R, tels que R;e%,, ..., ReX..

Pour expliciter les "nouveaux paramétres”, on remarque que :
[R,e...8R, . P0)=[P.(R,&. ..8R. ], 9] D’autre part, si 2(i,,....,ip)=
F,e...oF, et si @, ..., AR, sont les opérateurs de projection
orthogonale sur F,, ..., F, respectivement, il est facile de montrer
en utilisant €8.23) que P, est le produit tensoriel P.=A;8...¢A,,

défini par :

P.(S,®...85.) = A;8...8R, (S,8. . .8S.) = A;S,e...0A, 8, (3.27)
on a donc : P,(Rie. ..eR.) = ARe...0AR,. si le facteur j est
quantitatif, A;R,=R,. S1 il est qualitatif, 1’opérateur A, est soit
1*identité 1, soit 1’opérateur P, de projection sur le vecteur
constant 1, soit 1’opérateur I-P, de projection sur 1’orthogonal du
vecteur 1. A,S, est donc égal & S,, & P¢S, ou a $,~P.S,. On pourra
alors remplacer chague terme A,S, par le vecteur donné ci-dessus et
développer en utilisant la propriété de multilinéarité (&vidente

d’aprés la définition) du produit tensoriel.

81 1’on examine une combinaisen de niveaux (X, ....Xe0

particuligre des facteurs, on obtient l’expression suivante



- 49 -

(X ,...,%) =L Z [Rye ... eR.,P.9o] Rye ... R (x;,...,x.) (3.28)
On peut noter dans le produit Rie...eR,(x;®...eX,) = R,(xJ...R.(x.J,
que les termes associés aux facteurs J qualitatifs sont ntls &

l’exception de ceux pour lesquels R; est précisément le vecteur normé
déduit du x,éme vecteur canonique de L,(u;). Cela permet en fin de

compte d’obtenir une expression simple analogue a (3.1%).

Pour illustrer, reprenons i’exemple des porcs avec les facteurs
aliment (1) & X niveaux, race (2) 4 ? niveaux et poids au sevrage
(3). Pour chacun des 2 Ffacteurs qualitatifs, on choisit de donner le
méme poids & tous ses niveaux : u‘(a)zi/k, M. {rl)=1/2. On note e,, e,
les vecteurs canoniques de R* et R®? associés respectivement a
l'atiment a et & la race r, R, et R, les wvecteurs normés

correspondants, R; le polunome orthogonal de degré i1 du poids :
R, =vVX e, R,=V1T e Ry (p) o« p-p

Enfin on note P,, P, les opérateurs de projection orthogonale sur les

espaces engendrés par 1, et 1, respectivement
P, = 1,1, /% P, = 1,'1, /%2

Si on considére l’effet e d'interaction "alimentxeffet linéaire du

peids", on est amené a calculer :

[R,8R,8Rs,P. 9] = [A R, @A,R,8AR;, 9] = [(I-P, IR, 8P,R,eR;, 9] =
[R,eP,R,eR; . 9] - [P,R, 8P,R,8R; . %]

Ona: PR=UNK I, | P,R, = (1// 0 1,

En utilisant ces expressions et aprés intégration partielle, on

trouve

[R{®FP,R,8Rz, 9] VY I Ry (xglwla,,xy)dus (xg)

[PyR,8P,R,8R;,%] v 1/7ke I Ry (xzlp(e, s, xz)dH (%)

i] sl x,»w a ou x,#

VKL Ry(p> si x,= a et X,= 1

R, eR,8R; (x, 8x,ep)
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En fin de compte (3.26) devient

(P.9){a,r,p) = 8§, Ry(pd
avec : 6, = jagm (9Ca,=,pI=¢Ce,+,pd) Ay lp)
On peut noter que £, p,(a) §, = I B, du,Ca) = D

6, s’ interpréte comme la dieférence entre 1’effet linéaire du polds

pour le régime alimentaire a et l’effet linéaire moyen du poids.

4, Nom orthogonalité

La définition des effets donnée précédemment est indépendante de
1'expérience ou de l’enquéte effectivement réalisée. Aussi il se peut
dans certain cas de figure qu’on ne soit pas en mesure d’obtenir
d’estimations Pfiables des effets ainsi définis, alors qu’on peut
estimer assez précisément certaines combinaisons linéaires simples de
ces effets,

Considérons par exemple le cas d’une régression muitiple sur 2
variables explicatives x,, X,. On suppose que dans l’échantillon
analusé, il y a un coefficient de corrélation p entre x;, et X,;. On
note z,, z, les variables obtenues par centrage et réduction de x, et

x,. Le modéle associé au différentes observations s'écrit alors
y=xtt+ €
. B
ol 1w = [u,] X=1. . } = [1 2, 2;]

a3
1 z!.n z?n

La matrice 'XX des éguations normales et son inverse sont donc :

1 0 O ‘ 1 1 1-p2 B ]
txX= n|0 1 p (RN = - - 0 1 -0

g o 1 n 1-p® G -p 1
L’estimation des moindres carrés ?=(0,8,,8,) a o2 ('XX)"! pour matrice
de covariance. Les wariances des estimations &,, &, des effets
linéaires normalisés sont donc égales & o2/(n(i-p®). Au dénominateur

de cette variance figure la quantité i-p?, mesure de la variance de z,
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a4 z, Pixé. Sl cette variance est trop faible, on ne peut pas estimer
correctement 1’effet a, de z, pour z, Pixé, et de facon sumétrique on

n‘est également dans 1’incapacité d’estimer correctement a,.

L’impossibilité d’estimer précisément chacun des paramétres az, et
a,, 4 cause d’un coafficient de corrélation p élevé, ne signifie pas
pour autant gque les données n’apporte pas d’information Intéressante

sur a, et a,. En fait, la somme a, +a; est estimée avec la variance :

2 o

n (1 + p)

var(®, +&,2 =

qui diminue jusqu’d ¢2/n lorsque p croit vers 1. Si 1'un des facteurs
X, ou x, a un effet appréciable et que p est proche de 1, on trouve
que la sommwe a,+ta, est significativement différente de 0, alors

qu’aucun des effets a,, @, ne l’est.

Lorsque p=0, la matrice 'XX est diagonale et les estimations f,

&,, &, sont non corrélées. On dit alors qu’il y a orthogonalité des
facteurs é&tudiés. Dans ce cas, l’examen direct des paramétres
d’intérét u, a,, a, permet d’extralre toute 1'information que les
données apportent sur ces paramétres. Lorsqu’au contratre i1 y a un
écart notable & l’orthogonalité Cipl proche de 1), on voit qu’il est
indispensable d’examiner aussi certaines combinaisons linéaires des
paramétres d’intér&t telle que a,+a,. Une tactique usuelle pour
obtenir de telles cembinaisons linéaires consiste & estimer dans le
cadre d’un sous-modéle, puis & regarder 1’espérance des estimateurs
dans le modéle complet. Ainsi, dans l’exemple ci-dessus, apres avoir
constaté que o, et o, ne sont pas significativement différents de 0 a
cause d’une variance d’estimation importante liée a la non
orthogonalité, on estime a, dans le cadre du sous-modéle défini par
a,=0. Le nouvel estimateur & =('2z,y>/n, doni on montre aisément qu’il
est non corrélé & l’estimateur @&, du modéle complet, a pour variance

g /n et pour espérance

ECE,) = a; (tz,2,/n) + o, (tzy2,/n) = o +p @
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On peut Ffaire une démarche exactement analogue dans le cas de
1’analyse de variance A4 2 facteurs. Reprenons l’exewple des porcs avec
les 2 Pacteurs aliment, race {modéle (1.8)). On aéfinit les effets
principaux correspondants a partir des moyennes pondérées par les
poids g, et Pp. L €SPETANCE luy est estimée par la moyenne fl,n=Yap.
des réponses U,py de¢ POrcs de race r élevés avec a. Les estimations

des moyennes sont alors

fly,. = Zp Pr Yar. p = Iy Ga Yar.
et : cou(fl,, .00 = ¢® Pp 9y / Mar

ol n,, est le mnombre d’animaux de race r alimentés avec a. 1l y a
orthogonalité si d’une part tous les effets sont estimables, c’est a
dire si n,.>0 pour tout a et tout T, d’autre part les covariances
entre 2 effets de nature différente sont nulles. Cette derniére

condition implique en particulier, st i, =Zpp9alap.» QuUE

covl 1, Py, , R,.3 =0 , cov OBy By, » Bp-f,. 0= 0

d’od 1’on déduit :

q qa
coul fiy -Pa. » B.p) = a? pp - . =
Pap Ny p

1
o=

i1 existe alors une constante A, telle que Nap=hpq, PoOur tout a, et de
méme une constante 7, telle que N, “Pnlly- On a donc An/Pp = N,/4,. Ce
rapport est constant : Ap=APp, €t finalement

= A g, Pr (4.1

Nar

11 est facile de montrer que cette condition nécessaire

d’orthogonalité est aussi suffisante.

Lorsqu’il y a orthogonalité, 1’étude des effets principaux, de
1’interaction et de la moyenne générale définis & partir de poids q,
et p, donne 1'essentiel de 1’information contenue dans les dannées.
Lorsqu’il y a un écart important a 1’orthogonalité, il convient
d’examiner aussi d’autres combinaisons linéaires des parametres que

i‘on peut obtenir comme dans le cas de la régression muitiple en



- 53 -

estimant dans des sous-modéles du modeéle (1.8). Les effets de la non
orthogonalité sont particuliérement flagrants lorsque certains
effectifs n,, sont nuls. Imaginons par exemple qu’ll y a k=3 aliments,

P=2 races et que les effectifs n,, sont égaux & 2 sauf ng, qui est

nul.

Tableau 4.1

1 3

effectifs n,, par )2 2 0
r

aliment et race 2i2e 2 2

Les polds choisis sont q,=q;=q,=1/3, Bp,=p,~1/2. 0On constate alors

que

- un seul contraste d’interaction est estimable : po,-Ma;—Hy2tHy,
- |’effet race n'est pas estimable

- un seul degré de liberté de 1’effet aliment est estimable : u, -u, .

Si on estime 1’effet race BRB=p, ,-p , dans le cadre du modéle

additif (1.92, on trouve
= (922.““921.‘)/2 + (912-7'911.)/2

gquantité qui a pour espérance dans le modéle interactif (1.8) le
contraste (ugp+i, 20-(pa #l,,) et s’ interpréte donc comme 1’effet moyen

de la race pour les niveaux i et 2 du facteur aliment.

Si dans le tableau 4.1, les 2 sont remplacés par des 10 , et le O
par un i, on trouve les estimations suivantes de B sous les modéles

interactif (B) et additig (%) :

1]

(C1/8)uy 5 . +C1730up, +(1/8Du ..} — (K1/3Dy,, 4(1/BDy,, +(1/B0yq, )
[0.48 gtzl‘+D.48 Uzz‘.*’ﬂnns 332,’) - [0-148 911"‘}8--46 Hz[ ‘.+D‘08 9314.]

8
g

Les poids 0.48, 0.48, 0.08 sont par définition ceux qui conférent une
variance minimum & . Les écarts-tuypes correspandants sont

respectivement
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0.41 o
0.30 @

écart-type (8
écart-type (¥)

Le passage de l’estimateur £ du modéle interactif & 1’estimateur § du
modéle additif entratne donc un gain en écart-type, qui peut &tre
suffisant dans certaines situations pour déceler un effet race qui
n’apparaissait pas dans le modéle initial.

Cet exemple montre que l’absence totale de certaing traitements,
c'est & dire de certaines combinaisons de niveaux des facteurs, a des
conséquence beaucoup plus néfastes qu’un simple déséquilibre dans les
effectifs. Pour ces cas ol il y a absence de certains traitements,
donc non estimabilité de certains des effets que 1’on désire a priori
&tudier, il existe une technique élémentaire permettant de trouver
pour chague effet non estimabie une combinaison linéaire simple
d’effets a lui rajouter pour obtenir un effet estimable. Nous

déerivons cette technique dans le cas général.
5. Recherche de fonctions estimables

Nous partirons d'une paramétrisation du tupe £3.24) ou les

paramétres o,={z,,#] sont directement  interprétables et non

redondants. Le systéme d’équations correspondant est écrit sous la

forme mairicielle usuelle

U= Xe + g te = (8,, ..., 850 (4.22
Soit (M)~ une inuverse généralisée de v, qui wvérifie par
géfinition

(XYY (XY= (IRMD = (TR¥D (4.3

L’ensemble des vecteurs a tels que ‘ae soit estimable coincide avec
1’image de ¥, qui est également 1’ image de ()R-, On peut done
prendre les colonnes de cette derniére matrice comme systeme
générateur des fonctions estimables. Remarquons que si  '®M est
inversible, donc si tous les e, sont estimables, (X% =(tRK) -1, donc

CER) CtRX) - est 17identité et on retrouve ., .... & comme systéme



- 55 -

générateur des fonctions estimables, Dans tous les cas de figure, si
1’un des paramétres e, est estimable, le vecteur canonique e, de RP
dont les coordonnées sont nulles & 1’exception de la j éme égale & 1
appartient & 1’image de 'X (puisque ‘e, @=e6; est estimable) et est denc
invariant par ('XX)('XX3-. La j &me colonne de cette derniére matrice
est dans ¢e cas égale & e;, et on retrouve o, dans le systéme
générateur.

On notera aussl qu'd partir de +toute forme linéaire tae, on
obtient une forme linéaire estimable en prémultipliant a par
CERICIRKI-, & savoir la forme 'a(tXXI-(iXX)e., Cette forme linéaire

coincide avec 'ae si 'ae® est estimable.

On obtient une inverse généralisée assez simplement en mettant

(tXX) sous la forme
(t¥%) = tA DA (4,.3)

o : A est une matrice pxp inversible

D est une matrice diagonale compertant des 0 et des I sur la

diagonale

D est une inuverse généralisée d’elle méme. Il s'en suit que A-!D ‘A1
est une inverse généralisée de 'MX. Le systéme générateur des

fonctions estimables est alors formé par les colonnes de
tADA ATID 'A°! = 'AD tA-! (4.4

Une petite modification de 1a technigue de triangularisation de
Choleski permet d’obtenir dans (4.3) une matrice A triangulaire
supérieure. On peut alors montrer que les générateurs des fonctions
estimables obtenus avec une telle matrice sont identiques & ceux qu’'on
obtient en remplacant progressivement dans 1'expression Xe de
1"espérance de 4, chaque colonne de X aqul est combinaison linéaire des
colonnes & sa gauche par cette combinaison linéaire. Dans ce
processus, on est amené a ajouter le paramétre associé & la colonne
remplacée, multiplié par le coefficlient ad-hoec, & chacun des

parametres des colonnes de la combinaison linéaire.
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Exemple : nous TEePrensns 1’exemple des porcs (1.8) avec les
effectifs définis par le tableau 4.1 et les poids 4q,=q,=q,=1/3,
p,=p,=1/2, On pose :

1 1 -1

Rw:[l] Ry, =J§/a‘{-1} R,,=J1‘/e[—1]
1 0 2
1 1

La base orthonormée (z;) utilisée pour reparamétrer comme en (3.24)
est définie par les 6 produits tensoriels R, ,®R,,. La matrice

X=X, , X, , X5+ Xq 1 X5, Xg ) €5 alors obtenue par duplication de la matrice

suivante :
effets
aliment race interaction
A R 8, e, B4 Gy e, 8,
1 1 i 1 -1 i i -1
2 1 1 -1 -1 1 -1 -1
2 fois 1 2 1 i -1 -1 -1 1
2 2 1 -1 -1 -1 1 1
3 z 1 0 2 -1 0 -2
coef. multiplicateur x V372 J1/72 J37e Ji72
de la colonne %, Xa Xz ) Xg X

La derniere colonne x, est combinaison linéaire des colonnes 1, 3, 4 :

JBox, = =X 2 X3=X4
On a donc :
ECY) = 8,%, + ..+ 8¢ X, = 9% + ... % 8 Cmx, /N2 ~Xz-%s /2 ) =

= (8, 0,/VEIX, + 6;%; + (85-8¢)%; + (0,~6,/VEIR, + BgXg

Les vecteurs X,, Xz, Xz, X,, Xg engendrent un espace de dimension S et

sont indépendants. Il en découle que les combinaisons linéaires
(8, ~ 8¢/V2) 8, (e -0,) (9,-0¢/V2) 8¢

forment un systéme générateur des fonctions estimables. Compte tenu

des identités :

It

JI72 [~ Hygy= Uagt8Hzy— By2— TP PP
B, < Myg¥ Hart Mg~ Mz~ Hez™ Ma2

. = "
B = Vi/c P Bor Mo T2Ug, T Mot Haz=BHzz ]

F ]
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on a : 65-98¢ = V2 [2Uga-Hi2-Ma2]
0,-84/V2 = (8/2) [Cpy +payI-Chyathza)]

Ces 2 derniéres combinaisons linéaires s’interprétent donc simplement
comme un effet aliment pour la race 2 4’une part, un effet race woyen
pour les aliments 1 et 2 d’autre part. On peut aussi dire que les
estimateurs correspondants sont des estimateurs de e; et 6y

respectivement, qui sont bialsés par un terme g'intergction, lequel

terme est ici totalement inestimable.

ANNEXE : polynomes orthogonaux dans L,(u) dans le cas ot la
probabilité p est suymétrigue autour de O.

On note m, le moment d'ordre s de gy : m, = I x% du(x)
Les 4 premiers polynomes orthogonaux auant 1 pour coefficient du

monome de degré le plus élevé sont donnés ci-dessous avec le carré de

leur norme.
Py = 1 [Pg,Pegl =myg = 1
P, = x [P, .,P ] =m,
Mo MM,
P, = x@ = — {P2,P2] =m -
Mg Mg
™ m,m
Py = 3 - = [Ps,Pg] = mg = —
m, m
m.My—-Mm, M m.m, — m.m
P, = x* - sMo MMz o Mg My FL
M4MO—N2MZ m‘m° - m:m:
M Mg —M, M, M Mo—M M,
[PesPel = mg — mg - Wy, —
MyMo =T, M, m,~mym,

Le polynome normé R, se déduit immédiatement de P, par :

R, = P,/ VP, ,P/]
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