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1 Les différentes structures de données traitées dans CHAVL -
Indices calculés - Extensions

1.1 Introduction

Référons-nous 3 la structure générale d*un tableaun descriptif de données (voir & la fin du para-
graphe 2 de la premidre partie , dans laquelle s’inscrit la figure 2). Rappelons que d’un point
de vue logique nous distinguons de fagon fondamentale la description d’un ensemble O d’ob-
jets lémentaires (ou individus) de celle d’un ensemble C' de catégories (on dit encore classes,
concepts ou méme modalités). Dans le cadre de CHAVL, on ne suppose pas l'existence de don-
nées manquantes; toutefois, il s’agit d’une situation qui peut étre traitée avec un minimum de
perte d’information dans le contexte de la méthadnlagie nrapocée, nous y reviendrons.

D’auntre part, nous supposons' qu’on se trouve dans le cas (ou qu’on s’y raméne) ol toutes les
variables descriptives composant 4, sont d’un méme type quant a la nature de I’échelle sous-
jacente (e g. toutes les variables sont quantitatives ou bien toutes les variables sont qualitatives

ordinales. ).

Interprétant une variable descriptive d’un ensemble O d’objets, comme une relation sur ce der-
nier, le type général de la variable est défini par l'arité de la relation. Cependant, pour une
méme arité, il y a différents sous types. Ainsi, les variables qualitatives nominales, et ordinales
définissent respectivement des relations binaires sur I'ensemble décrit. Mais, la relation sur O
définie par une variable qualitative nominale n’est pas de méme nature que celle, définie par une
variable qualitative ordinale ; nous y reviendrons,

Nous allons commencer par considérer le cas oil la description concerne un ensemble O d’objets
élémentaires, puis celui, concernant un ensemble C. Pour chacun des deux cas, il peut s’agir
de 1a classification de ’ensemble A des variables (on dit encore attiibuts) de description ou de
'ensemble E des entités descriptives [E = O ou C (voir premiére partie, figure 3}].

1.2 Cas ol la description concerne un ensemble O d’objets élémentaires

1.2.1 Structures de données prises en compte dans CHAVL pour la classification
de A

Cette piise en compte se fait au niveau de I'étape ASVAR (ASsociation entre VARiables). Le

type d'un tableau de données est celui, supposé commun (cf. ci-dessus), des différentes variables
descriptives composant A. Ce dernier {ype peut-étre:
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* Quantitatif: :
Une méme variable, faisant partie de A, qu’on notera v, est mltia.lement définie par une appli-
cation de I’ensemble O des objets dans un sous-ensemble de I'ensemble IR des nombres réels:

v : 0—R
oz v(m) _ (72)

attachant 3 chaque objet z, une valeur numérique »(z). La variable est ici considérée comme
définissant sur O une relation unaire valuée ; qu’on représente donc par une valuation sur O.

* Logique de piésence-absence:
On notera ici a Lattribut logique de présence-absence qu’on dit également booléen. C’est, une

application de O dans ’ensemble {0,1} des deux codes logiques ou 0 indique ’absence et ofi 1
indique la présence:

a: 0 -— {0,1}
T~ afz) : (73)

a induit sur O une relation unaire qui est représentée par le sous-ensemble

0(a) = (1) (74)

des objets de O oit Pattiibut est piésent (on dit encore "a vrai”).

* Qualitatif nominal : :
Désignons par 7 la variable qualitative nominale. Il s’agit formellement d’une application de O
dans un ensernble de codes qui définit ’échelle nominale. Notons par

Erom ={1,2,. . ,4,. -, h} (75)

une telle échelle. ol on ne suppose aucune structure sur ’ensemble de ses éléments ou valeurs:
?

r : 0 — E.om
z —+ m(z) (76)

La variable 7 induit une partition suz I’ensemble O des objets que nous notons:

7(0) = {E/1<i<h}

E; = = (i) - ()



est le sous-ensemble des objets pour lesquels la valeur de mest ¢, 1 < i < h,

Une telle variable qui définit une relation d’équivalence sur O est représentée au niveau de I’en-
semble que nous notons O%?} des parties i 2 éléments de O. Nous la représentons en représentant
la partition 7(O) par 'ensemble des paires qu’elle réunit. Trés précisément, il s’agit de

R(r) = T{EP/1<i<h) (78)

ot la somme est ensembliste. En désignant par m; le cardinal de F;, on a

n = card(0) z m;

l<1<h

et

card[R(7)] = z [mi(m; - 1)/2] (79)

1<igh

Signalons pour terminer qu’il est tout & fait équivalent pour le but poursuivi de représenter T
par le sous-ensemble des paires §{(r) que la partition 7(O) sépare [Lerman 1981}.

* Qualitatif ordinal :
w désigne la variable qualitative ordinale Le formalisme genela,l est identique 3 ci-dessus. Mais

ici, Péchelle des valeurs que nous notons

Eoea = {1121 ey by ,h} (80)

est munie d’une structure d’ordre total; en d’autres termes, on suppose qu’on a, pour les mo-
dalités codées de w

1<2<...<i<...<h ' (81)

La variable w définie par Papplication :

w : 0= E,q
T — w(z) (82)

induit sur O un préordre total dont la suite ordonnée des classes peut étre notée

AE/ A £i<h}

.

E; = w"l(i), 1<i<h
--etdﬁdonc; . P L

B<E<. .<E<.<E  (®



Nous représentons ce préordre total de fagon ensembliste au niveau de O x O, au moyen de

Rw) = S{E:x Ex/1<i<i <h} (84)

ot la somme est ensembliste [Lerman 1973, voir dans 1981,1983]. D’autres représentations sont
considérées dans [Giakoumakis et Monjardet 1987).

En désignant par m; le cardinal de E;, 1 <i< hjona:
card[R(w)] = S{m; mpf1<i<i <h} (85)

1.2.2 Extensions

I’extension d’importance -non prise en compte dans CHAVL- concerne la structure ”préordon-
nance” des échelles de description sous-jacentes aux variables qualitatives. Si

Epre = {1!2"""'55"“"9h} (86)

est I’ensemble des valeurs codees d’une variable gualitative w, une préordonnance sur . est
un préordre total sur tout ou partie de 'ensemble E,,., X Epre. Generalement il s’agit soit de
I’ensemble de tous les couples, soit de ’ensemble

H={G)1sisi<h (87)

Ce préordre total traduit de facon ordinale les ressemblances percues entre les modalités de w,
dite variable préordonnance. Le codage en termes de préordonnance d’une variable qualitative
permet de mieux tenir compte de la connaissance de I’expert des données. Ce qui conduit &
une organisation classificatoire plus cohérente dans ses nuances, aussi bien de Iensemble des
vatiables descriptives que de ’ensemble des entités décrites. Signalons ici & titie d’illustration
le cas de données 1ésultant d’une enquéte 1989 de I’association AGORAmétrie, mises a notre
disposition par J.P. Pages. Une partie du questionnaire comporte 19 variables ayant la méme
expression ; mais dont chacune concerne un homme politique (e.g. Delors, Léotard, ..} Une
méme question qui définit une variable qualitative se présente sous la forme:

"Souhaitez-vous voir jouer un role important dans P'avenir, & cet homme politique?

Réponse Code
Oui 1
Non 2

Sans réponse 3

Deux traitements classificatoires par AVL de l'ensemble des 19 variables ont été considérés
dans [Ouali-Allah 1991]. Le premier correspond 4 interpréter chacune des variables qualitatives
comme nominale, Pour le second traitement, chacune des variables est interprétée comme qua-
litative préordonnance. Dans ce dernier cas, le préordre total traduisant les Iessemblances entre
" modalités est établi sur H {cf. (87)] -olt h = 3, de la maniére suivante: IR

12 < 23 < 13 < 11 ~22 ~ 33
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La prise en compte d’une telle structure ordinale des similarités entre modalités a permis la mise
en évidence de tendances et sous tendances de comportement correspondantes a une facette de
linterprétation nette et claire.

Nous avons déja mentionné ci-dessus que le codage en termes de préordonnances des variables
qualitatives permet, en s’aidant si nécessaire de I’appréhension du spécialiste des données, d’en-
richit la structure des échelles sous jacentes. Il en résulte par ailleurs un traitement homogéne
de I'ensemble des variables qualitatives. C’est précisément ce qui est fait dans le programme
AVARE (Association entre VAriables RElationnelles) mis au point par M Ouali-Allah et que
nous mentionnerons i nouveau ci-dessous.

Dans notre cadre ici, ol rappelons le, la description concerne un ensemble O d’objets élémen-
taires, la structure la plus générale de la donnée pouvant étre traitée par AVL est fournie par ce
que l'on appelle, un systeme relationnel de Taiski (1954). Ce dernier se met sous la forme

T =<O;R1,Rg,w ,Rj,‘.‘..,RP> (88)

ott Ry, Ra,...,Rj,~~,Ry_1 et R, sont p relations définies sur Pensemble O des objets élémen-
taites Dans notre cas, la relation R; se trouve définie par le j-2me attribut (on dit encore
variable) de desciiption a’ ,1 < j < p. Dans ces conditions, on suppose ou on se Tamene au cas
ol les diffé1entes relations sont d’un méme type combinatoire et donc, de méme arité Ainsi, par
exemple, dans les cas classiques oil les o/ sont des variables qualitatives nominales ou, respective-
ment, ordinales, les relations R; sont des partitions, ou, 1espectivement, des préordres totaux sur
0,1 < § < p. Dans ce cas, Ia1ité ¢ commune des 1elations est égale a 2. En fait, dans 'analyse
des données qualitatives ou quantitatives que nous avons eues & embiasser, il a été suffisant de
considérer ¢ = 1,2 on 4. Une méme 1elation R; est représentée par une partie structurée de O7;
mais cela n'exclut pas qu’elle puisse étre valuée Le cas envisagé dans 'exemple est celui non
valué pour ¢ = 1 (cf. premibre partie figure 4).

Le fait que la méthode soit fondée sur la notion de similarité lui confere une grande souplesse en
cas de données manquantes. S’agissant de la comparaison des vaiiables de description et donc,
des 1elations induites, la comparaison de deux relations R; et R (1 < j < k < p) s’appuiera
sur le sous ensemble des objets O;; ou chacune des deux 1elations est compléte. D’autre part,
quelle que soit 1’arité commune des deux relations, la forme d’un indice tel que (21) (premitre
partie) permet de dégager l'influence dn cardinal de Oy, qu’on peut alois aisément neutraliser,
avant la réduction globale des similarités [cf, (62) premiére partie § 3.5 ] [Lerman 1992;].

Un autie type d’extension concerne la forme méme de I'hypothese d’absence de liaison A cet
égard t1ois formes fondamentales ont été mises en évidence [Lerman 1981, 1992,] et étudiées
(Daudé 1992, Letman 1984, 1992;, Ouali-Allah 1991}

1.2.3 Ccefficients d’association entre variables descriptives calculés dans CHAVL

Dans I’étape ASVAR ci-dessus mentionnée, on établit la demi matzice inféricure des ccefficients
d’association entre variables descriptives, centrés et réduits, de méme type que (21) ci-dessus. Si
j est l'indice courant d’une ligne de cette matrice et k, celui d'une colonne, cette demi matrice
_prend, aprés réduction globale [cf, {62) (premidre partie)], la forme suivante: -

A{Qu(e,aF) 1S k< < p} - (89)
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La diagonale de la demi matrice {(7,7)/1< 7 < p} peut servir a contenir des éléments de calcul
permettant précisément la normalisation statistique.

Nous allons maintenant expliciter ce que devient @;(a’,a®) [cf. (21 (premiére partie)] dans
chacun des cas de figure considéiés au paragraphe 1.2.1.

* Les variables sont quantitatives-numériques:

Désignons ici par (v7,v%) le couple de variables descriptives 4 associer. #! (1esp. %) est la mesure
de la variable v/ (resp. v*) sur le i-2me objet, 1 < ¢ < n @7 (resp. z¥) est la moyenne de la variable
v (resp. v*) sur I'ensemble des objets. Dans ces conditions, le ccefficient de corzélation empirique

> (ol -al)(af -2
R(vi,v*) = T (90)

1/2
b -] | 3 o)

est, au facteur 1/+/m — 1 prds, le ceefficient @;(v, v*) pour I'une des formes de I'h.a.l [Lerman
1081, 1992,}.

(’est la matrice des ceefficients de corrélation R(v,v%),1 <k < j < p, qui est calculée avant
d’st1e soumise & la réduction globale des similarités” [cf. (62) (premiére partie)].

* Tes variables sont des attributs booléens de présence-absence:

Ce cas a 6té largement considéré ci-dessus. Comme nous ’avons déja mentionné dans un autre

contexte [cf. premitre pattie) § 3.3], le ceefficient d’association entre deux attiibuts booléens o

et af, 1 < k < j < p, est normalisé par rapport 4 la forme Poissonnienne de 'h.a.l, [Lerman

1981, 1992,]. Rappelons ici une fois de plus Pexpression du ceefficient [cf (57) (premiére partie)]:
_ n(al A a¥) = [n(a)n(a)/n]

al,at) = _
) = TG oy

avec des notations que ’on comprend:
n(e’) = card[O(a’)], n(a*) = card[O(a*)]

et
n(a? A a*) = card[O(a’) N O(a")]

* Les variables sont qualitatives nominales :

Pour ne pas trainer des indices supérieurs, notons 7 et x les deux partitions sux Vensemble O
des objets, respectivement induites par deux variables qualitatives nominales adetaf,1<k<
7 < p. On écrira

r = {E/1<i<hletx = {F;j/1 <j <k}, (92)

o E; (1esp. F) est la i-tme (resp. j-éme) classe de la partition 7 (1esp. x), qu’on supposera
-sans restreindre la généralité- qu'elle est en classes dtiquetées, 1 <i < k(tesp. 1< 7 < k).

tr) = (mi/1<i<h)
fresp. t(x) = (n;/1 <5 <k)] (93)
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ot m; = card(E;) [1esp. n; = card(F})], indique le type de la partition m (resp. x).

En se 1éférant i (78) ci-dessus, les représentations respectives de 7w et de ¥ comme sous ensembles
de 012, sont définies par:

S{EP1<i< kY
S{F/1< 5 <k} (94)

R(r)
et R(x)

On a, en désignant par 7 A x, la partition résultant du croisement des deux partitions 7 et x

s(r,x) = ecard[R(m)NR(x)] = card[R(x A x)]
= card[S{(ENF;)P1<i<h 1< 7 <k

oil nous avons noté w A x le croisement des deux partitions 7 et x et ny; le cardinal de E; N Fj,
1<i<h,1<7 <k Cecardinal est un des composants du tableau de contingence associé i

TAX.

La forme la plus classique de I'hypothése d’absence de liaison (h.al.) consiste a associer a la
partition 7 (1esp. x) une partition aléatoire 7* (1esp. x*), élément dans I'ensemble -muni d’une
probabilité uniforme- de toutes les partitions sur O de type #(7) (1esp. #(x)). D’autze part, 7° et
x* sont indépendantes. Dans ces conditions, on obtient les expressions suivantes pour la moyenne
et la vatiance de l'indice brut aléatoire s(r*,x*) [Lerman 1973 dans 1981]:

Els(r*,x"} = M et var{s(x",x'] = Ap+ po + 60 — Xp” . (96)

ou

A= Y {mi(mi - 1)/y/2n(n — 1)/1 < i < hY,

p o= S{mi(mi—1)(m; = 2)/\/n(n— 1)(n—2)/1<i < b,
8 = {[Zm, ;- 1)] —22 mi(m; — 1)( 2m,—-3)}
/2¢/n(n = 1)(n — 2)(n - 3)

et ofi les expressions de g, o et ¢ ont 1espectivement la méme forme que A, pet 8;les m; de (),
étant remplacés par les n; de t(x),1 <7 <k

L’indice qui nous intéresse est, comme toujours, celui centré et réduit :

. S(W!X) — )‘p’ i
) VA + po + 60 — A*p? ' (o7)

Qe e

" * Les variables sont qualitatives ordinales:
Nous notons ici w et & les deux préordres totaux sur i’'ensemble O des objets, respectivement

' .'.‘.‘7:1.-_ _



induits par deux variables qualitatives ordinales B/ et 8%, 1 < k < j € p. On notera les classes
de w (resp @) de la méme fagon que les classes de 7 (resp. x) [cf. (92)].

t(w) = (mi/1 < i < h)resp (@) = (n;/1 < j < k)] (98)
désigne la composition du préordre total w (resp. @).
En se 1éférant anx expressions (84) et (85) ci-dessus, on comprend la nature des ensembles de
représentation R(w) et R(@). L’indice brut prend alors la forme
s(w,@) = card{R(w)n R(@)]
= card(S{{(EinF) x (Ea N Fj)[1 <1< <h,
1<j<f <k}), (99)

o nous notons i,#, . .. (resp. j,7,...) des étiguettes de classes de w (resp. @). On a [Lerman
1973 dans 1981,1983], sous la forme la plus combinatoire de I’hypothése d’absence de liaison :

E[S(w*?“}] = Apet va"'[s(w‘$“;*)] = _Alu' + PecOcc T Prr0s1

+2p,50¢p + 0 — A% (100)
ol 1
A= -———_mz{m,-,m,-,ﬁ <i<i <h),
Pec = Wz{mi ma[mesy — 11/2 < i < b},
P11 = __11)(“ = 2)2{% myalmyn — /1 £ i< (k- 1)}
Pt = e _11)(n = 2)E{m,- Mei) My /2 < < (h - 1)}
1

8 =

X
va(n =1)(n - 2)(n - 3)
S{m; my [S{m, mp /1 <p<p < h}+m;+mp —-2n+1]/1<i<i < h}

oit on note My = L{mu /' < i} et myi = L{m:/i' > i}.

D’autre part, les expressions de jt, 0., 0y, 0.5 et ( sont respectivement de méme forme que celles
A, Pecy Prss Pey € 85 51 les premiéres sont relatives & la composition #(w) = (my, ma,. .., my), les
secondes sont relatives A la composition (@} = (11,72, .., Rk ).

L'indice centré et réduit se met sous la forme:

s(w,@) = A p

LB =1 101
QI( ﬁ \/X:u’ + PecOee + PriCz; + 2pcfacf + BC — )\2,&2 ( )

B =72~



1.2.4 Extensions

L’extension la plus efficace, qui a été largement expérimentée, concerne Pélaboration de la ma-
trice des ceefficients d’association entre variables qualitatives préordonnances [cf § 1 2.2} Plus
précisément, on suppose que P’échelle des valeurs d’une variable qualitative se trouve munie
d’une structure de préordonnance. Cette derniére doit ensuite étre codée ou représentée. Dans
ce contexte, les représentations précédentes des variables qualitatives les plus usuelles, peuvent
paraitre d’un point de vue analytique comme particulidtes ; cependant, elles ont une justification

ensembliste propre.

Le programme AVARE, ci-dessus évoqué, permet la construction de la matrice des ceefficients
d’association centrés et réduits conformément & AVL, entre variables qualitatives de toutes
sortes, interprétées en termes de préordonnances. La portée de ce programme est tres générale
en analyse des données qualitatives. Il est écrit conformément aux normes Modulad et devrait
pouvoir rejoindre la bibliothéque Modulad. Alers que AVARE concerne la forme la plus combi-
natoire de ’hypothése d’absence de liaison, le programme AVRP (Association entre Variables
Relationnelles sous le modele Poissonnien), mis an point par F Daudé dans le cadre de sa these
[Daudé 1992], mais non conforme aux normes Modulad, est dévolu au modéle poissonnien de

'hal .

Considérons maintenant la structure descriptive la plus générale d’un ensemble O d’objets élé-
mentaires, telle qu’elle se trouve définie par un systéme de Tarski [cf. (88)) ci-dessus]. Nous
sommes ici concernés par la classification AVL de I’ensemble des 1elations qu’on suppose de
méme arité q. Dans [Lerman 1992,] nous montrons comment établir le ccefficient d’association
centré et réduit entre deux telles relations.

1.25 Structures de données prises en compte dans CHAVL pour la classification
de O et indices de similarité associés

En plus des structures de données considérées au paragraphe IV 2.1, le type "préordonnance”
des vatiables qualitatives de description est également pris en compte (cf § 12.2). Mais ici,
nécessairement, la préordonnance est un préordre total sur H [cf. (86) et (87)]. Ce préordre
total est codé par la notion de “rang moyen” pour laquelle la somme des 1angs est constante
quelle que soit la finesse du préordre. Ainsi, si [ = card(H ), cette somme des rangs est égale a
L(L 4 1)/2; nous y 1eviendrons ci-dessous.

Le calcul de la table des indices de similarité entre objets {chargement de la demi matrice

inférieure):
@ GN/1<i <i<n) (102)

[cf. (69) (premitre partie)], est calculé dans ’étape SIMOB qui 1ésulte de [Lerman & Peter 1985].

Le diagramme général du calcul est exprimé au paragraphe III.6. On se rend compte que, pour un
type donné de variable descriptive, il faut et il suffit de définir de fagon adéquate, la contribution
brute s;(0;,0p) de la j-ieme variable descriptive & A la comparaison de deux objets o; et oy,
1<j<pl<i<i<n

~Dans ces conditions, nous allons donner, pour chaque type concerné de variable, 'expression de
P 1_’indice brut SJ'(OI', O,'r).. :
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" r-emes de ses composantes

* Type quantitatif-numérique:
Nous notons le tableau des données sous la forme

{21 /1<i<n, 1<j<p} (103)

conformément 3 1’expression (90} ci-dessus.

Au tableau (103) on associera celui

{¢/1<ign, 1<j<p} (104)
ol ,
. ol
g = —— (105)
Y, (=)
157

On pose alors pour l'indice brut s;(i,¢) = §;(0:,0i1):

s(6,0) = 2= 36 - & (106)

Considérons ici la représentation géométtique classique de 1’ensemble. O des objets par un
nuage de points dans P’espace IR?, ot 'objet o; est représenté par le point ¢ de coordonnées
(z},72, ..,zl,.. ,27) Dans ces conditions, on a les propriétés suivantes:

a) Z{s;(1,7)/1< i< p} = C’os(@’), ol O désigne 'origine ;

b) s;(z,) est maximal si ¢ et i’ sont homothétiques par rapport i l'origine ; de plus, cette valenr
maximale est la méme quel que soit j = 1,2,.. ,p.

On reprendia ici la forme de Pindice $;(0;,0u) {cf. (66)] qui définit la contribution normalisée
de la j-itme variable »/ & la comparaison des deux objets o; et o0;. Ainsi, dans 'indice de forme
(67) (premiére partie):

S(o,-,o,-r) = E Sj(ﬂ,’,oia), (107)

1<j<p -
qui précéde la réduction globale des similarités [cf. (69) (premiére partie)], chacune des variables
a le méme pouvoir disctiminant.

Apres ces propriétés générales, précisons ici ’expression explicite de
I prop P

S (05,00} = 80 1) — py . _ (108)

o;

ot il reste & fournir yi; et o} qui sont, 1espectivement, la moyenne et la variance de s; (z' ') [ef.
(106)]) sur I x I, ot I = {1, 2 t,.. ,n} indexe I’ensemble des objets.

Relativement au tableau (104), associons 4 la j-2me colonne la somme T,(j) des puissances

T(7)~ T oy - ~(109)

1<ign
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Fn considérant r = 1,2,3 et 4;0na:

b= 3= 7 Tl + 55 DO (110)
et
of = 4(3’)—"—T3(7)T1(J)+ = [P
+n—3 LOILGOF ~ = m(j)r‘ (111)

* Type attiibut logique de présence-absence:

D’un point de vue analytique, ce type de données qui a illustré l’exemple (cf. §1I1.6) sera traité
de facon identique au type précédent Il peut y avcir 3 ccla quelques éléments de justification
théorique que nous ne pouvons développer ici.

Le tableau (103) est ici remplacé par le tableau des valeurs zéros ou uns:

{gi/1<i<n, 1<j<p} (112)

Le tableau (104) est alors remplacé par celui noté
{ni/1<i<n, 15 <P} (113)

Ces deux tableaux ont déja été introduits an-dessus de la formule (64) du paragraphe § 3.6 dela
premidre partie qu’il s’agit de suivre en relation avec le traitement ci-dessus du cas quantitatif.

* Type qualitatif nominal :
Désignons par 7/ I'une des variables qualitatives de description, 1 < j < p. On peut, de fagon
naturelle, poser

.y 1 si 0; et o;' possédent la méme modalité de wi o
s;(i,1') = . , X . ‘oz ;
0 si o; et o;' ne possédent pas la méme modalité de 7.
En d’autres termes, s; correspond a la fonction indicatrice de ’ensemble Cr(n/) des couples
d’objets 1éunis par la partition induite sur I'ensemble O des objets par 7/ [cf. (77) § 1.2.1} On
a:

Cr(r?) = Z{E; x E;/1<i<h} (114)

Conformément aux notations déja introduites [cf. (79) [cf. (79) § 1.2 1], désignons pa1 p; = (m;/n)
la proportion d’objets qui se trouvent dans la i-ieme classe E; de 1a paJtltion 7 {0),1<i<h
La proportion de couples d’objets 1éunis pal .ol (O) est

. 2,
E : L)
1<i<h

de sorte que, la moyenne p; et la variance a';f’ de s;(¢,") sur I X I, sont respectivement déterminées
par _ % :

““75fi}:f



ef

(Z P?) (1- 2 P?) (115)
1<igh 1i<h
* Type qualitatif ordinal :

Ici w’ désigne une des variables qualitatives ordinales de description. Relativement aux notations
du paragraphe §1.2 1 ci-dessus, on se trouve conduits [cf. Lerman 1981, chap. 2] & prendre comme
contribution brute de w’ & la comparaison de denx obiets o; et o;s, la quantité:

si(i, ) = (b; - 1) = |[w'(0;) — w(ow)], (116)

oit nous avons noté h; le nombre de modalités de la variable w/, 1< j <p.

Le calcul donne pour la moyenne p; et la variance o? de s;(¢,7') [défini par (116)] sur I x I:

2

B = hJ' -1- -3 Z my m"f(i’ - 1) (117)
1<i<i'<h
et
2 _2__ Z . o 2
9 = 3 m; mp (i — 1)
1€i<ci'gh

L m; mu(t — z)] (118)

4
’ﬂ« [1<s<t’<h

* Type qualitatif préordonnance: :

w indiquera une des variables qualitatives préordonnances de description. Conformément aux
notations du paragraphe 1.2.2, nous supposons établi un préordre total w(H) sur Pensemble H
[cf. (87)]. Ce préordre est établi de fagon & 1especter les ressemblances pergues entre les modalités
de la variable Ainsi, les couples de la forme (i,¢) ont un rang maximal. Pour é&tre tout 2 fait
explicite, soit ’exemple illustratif suivant issu d’un cas réel d’une variable pr éordonnance a 9

modalités (h = 9):

15~ 16 ~ 17 ~ 18 ~ 19 ~ 25 ~ 26 ~ 27 ~ 28 ~ 20 ~ 36 ~ 37 ~ 38 ~ 39
o 46 ~ 48 ~ 40 ~ 57 ~ 58 A 59 ~ 67 ~ 68 ~ 69 ~ T8 ~ 79 ~ 89

<13~ 23~ 35~ 45 < 14 ~ 24 ~ 34 ~ 56 < 12 |
<11~ 22~ 33~ 44 ~ 55 ~ 66 ~ 77 ~ 88 ~ 99, (119)

ol ¢j avec ¢ £  indique le couple (4, 7).
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A chaque élément de I’ensemble totalement préordonné H, on associe un "rang” Pour définir
précisément la fonction ordinale "rang” désignons par (I;,13,...,{;) la suite des cardinaux de la
suite ordonnée des classes du préordre total. Dans 'exemple ci-dessus £ = 5 et

(117 127 [3: l‘i: IS) = (27, 4, 4, 1, 9)

Le rang d’un é&lément appartenant a la j-eme classe, est égal &

Y L+ +1)/2 (120)

1Gi€G-1)

Ainsi, dans Pexemple précédent, le rang dun élément de la troisiéme classe est (27+4 4 5/2) =
33,5 La stiucture descriptive sera donc fondée sur le tableau des rangs ainsi calculés que nous
notons

{r(9.97/(g.9') € H} (121)

Etant donnés, maintenant deux objets o; et o/, pour lesquels, respectivement, w'(o;) = ¢ et
wi(o;}) = ¢', on posera pour lindice brut de comparaison entre o; et o, telativement a la
variable w/:

8;(i,3') = r{w’ (0;), v (0] = (g, 9") (122)

{E,/1 < g < b} indique comme d’habitude la partition de 'ensemble O des objets induite par la
variable qualitative /. Compte tenu des notations adoptées (cf. ci-dessus dans "type qualitatif
nominal”), inttoduisons les proportions suivantes:

py = ) €t apg = 2ppy (123)

pe(resp.as,) est la proportion de couples d’objets réunis (1esp. séparés) dans la classe F; (dans
la paite de classes {E;, E;}), 1< f<g<h

p= Z py et o= z Trq (124)

1€98h 1€f<ggh

sont respectivement la proportion de couples d’objets réunis et celle des couples d’objets sépar’es
par la partition ci-dessus mentionnée.

En notant o,, pour gy l'indice brut s;(%,4) [cf{122)] cent1é et 1éduit par rapport & ensemble
de tous les couples d’objets (indexé par I x I) peut se mettre sous la forme [Lerman et Peter
1985]: '

 Sy(on o) = Aol ) e /1S e< f ’:}2 s
?:' 9 | 2 351 €)= 7(1,9)]
e |fssg



Signalons avant de terminer ce paragraphe 1.2.5 qui concerne la classification d’un ensemble O
d’objets , que la construction de I'indice de simila1ité sous la forme d’une somme de contributions
normalisées, permet la prise en compte de différents types de vaziables, dans le cadie d’une méme

description.

Nous avons déji évoqué que les données manquantes ne sont pas prises en compte dans CHAVL,
mais qu’il était aisé de les ignorer dans les comparaisons deux & deux entre variables Il est
également aisé des les ignorer dans les conipa.raison_s deux i deux entie objets. A cette fin, la
normalisation statistique d’une méme variable 1elationnelle se basera sur le sous ensemble des
objets oi elle a valeur. D’autre part, dans la comparaison de deux objets donnés, on prendra la
moyenne (au lieu de la somme) des contributions normalisées des vaiiables qui ont valeur sux

chacun des deux objets.

1.3 Cas oil la description concerne un ensemble C de catégories
1.3.1 Le cas le plus simple d’un tablean de contingence

Relativement 2 la définition générale d’un tableau de dornées que nous avons proposée [cf. figure
1, § 2 de la premiére partie et autour], le cas d’un tableau de contingence rentre dans le cadre
(i,1) de la description d’un ensemble C de catégories, classes ou concepts. II s’agit en fait du
cas ot 'ensemble A comprend une seule variable de type qualitatif nominal que nous notons a.
D’autre part, 'ensemble

C={aficl=1{1,2,...,n}} (126)

de concepts est observé sur un ensemble d’objets élémentaires, généralement déterminé par un
échantillon E de la population A laquelle on s'intéresse La taille de ce dernier pourra &tre notée
- comme il est d’usage - £ . On peut, sans ambiguité, désigner par ¢; la classe de ’ensemble des
objets qui releévent de la catégorie ¢;,1 < i< n.

Dans ces conditions en désignant par:

A={t1j/jEJ={1,2,..‘.,37,. "1?0}} (127)

I'ensemble des modalités de la vaiiable a, la valeur a(c;) est une distribution statistique sur
ensemble des valeurs que nous venons de définir {cf. (127)]. a(c;) peut donc étre représenté par
un vecteur d’entiers

(kij :1<7<pa) (128)

otl k;; est le nombre d’objets de la classe ¢; qui possedent la modalité a;, On peut associer a
a; (resp. ¢;) un attribut modalité a; (resp. ;) qui est un attzibut booléen qui est a ”vrai” sur
un objet z, si et seulement si z posséde la modalité a; du caractére a (resp si z zeleve de la
catégorie ¢;). On a aloys: . : : :

ki = card{[o7' (V)]0 a5 (1]} (129)
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1<i<n,1<j<p, Finalement, le tablean qu’on note kyx; :

{ki; [(1,5) € I x J} (130)

est de contingence et peut &tre considéré comme résultant du croisement sur E entie deux
variables qualitatives nominales dont C [cf (126)] est I'ensemble des valewrs de la premiére et
dont A [cf. (127)] est I'ensemble des valeurs de la seconde. Il y a alors lieu d’analyser -par la
classification ici- I & travers J. Mais il peut également s’agir dualement et exactement de la
méme facon d’analyser J A travers I; car la structure mathématique du tableau de contingence

est parfaitement symétrique.

Cependant, pour effectuer Panalyse -par exemple et pour fixer les idées de I a tiavers J- il faut
nécessairement que dans la représentation mathématiquo-lngique, on introduise une dissymétrie.
Cette dissymétiie est celle qui sépare la notion de variable desciiptive de celle d’objet décrit.
1l s’agit de fagon cohérente de faire jouer & I le 16le de I'ensemble des objets et & J, celui de
’ensemble des vatiables ; ou bien, de faire jouer & I le 18le de ’ensemble des variables et & J, celui
de I’ensemble des objets C’est exactement ce qui est fait dans la 1eprésentation géométrique que
propose 'analyse factorielle des correspondances. Dans le premier cas, on associe a [, le nuage
de points, qu’on note classiquement :

N(I) = {(f,p:)/i€ T} (131)

Dans Vespace géométrique IR?, ol p = card(J). f; est le point de R? qui représente 4; sa j-&me
composante est la proportion relative:

) ks )

ol k; est la somme pout j des k;;,1 <i<n. Ona

k; = card[y7'(1)] (133)
Ainsi ici, ¢ de I peut &tre matérialisé par un objet O; qu'on représente dans IR” par le point
dont la suite des composantes est définie par (132); ce qui suppose implicitement que chaque 7

de J, se trouve 1eprésenté par une variable quantitative v/ qui est A son tour représentée par la
j-eme forme linéaire coordonnée de IR?. Dans ces conditions

V(o) = £ (134)

1<i<n,1<ji<p

Le point f} est affecté du poids
(135)

ks

o=
1<i<n.
‘Enfin, 'espace R est muni -pour des raisons algébriques et statistiques- de la métrique diagonale

o (1/p; 1< <p), (136)

o7



ott, avec des notations que I'on comprend:

k.
Pi=75 (137)
avec
k; = cardla;'(1)], (138)
1<j<p

(Vest la représentation que nous venons de développer qui prévaut dans CHAVL pour la classi-
fication de I, conformément au point de vue développé au paragraphe 1.2.5 dans le cas ou les
variables sont de type quantitatif-numérique. Puisque nous plagons l’origine au centre de gravité
du nuage N(I)et; en tenant compte de la métrique [cf. (136)], le correspondant de & [ef (105)]
devient ici (on remarquera 3 gauche l'inversion des positions des deux indices i et j:

RSNt 2 VIAV/2] (139)
2 (Fi=pal/pa |

1<h p
La contzibution brute de j & Ia comparaison de i et de ¢’ est alors
. 1 1, ; -
5, #) = 3~ 5(el - eh) (140)
p
Maintenant, en introduisant pour 7 = 1,2,3 et 4, le r-éme moment ahsolu:

M= Y, m (&), (141)

1<i<n

on obtient la moyenne y; et la variance o7 de s;(1,¢') sur I x I convenablement pondéié; c’est
3 dive, par {p; X pi J(5,#) €T xI}:

b = }D ~ M) + (MG (142)
ef

o} = %M.;(j) - 2M5() M (7) + %[Mz(j)lz
F2My(NIM(H) - M) (143)

On obtient alors Uindice §;(3,4') qui résulte de la normalisation statistique de s;(2,4’), confor-
mément & la formule (107) ci-dessus.

La suite des calculs est conforme 3 ce que qui a été maintes fois exprimé [cf. expressions (67) a
(71) premidre partie].

La demi matrice inférieure des indices centrés et réduits globalement [de méme forme que (69)
~ premidre partie] est calculée dans le cadre de I'étape SIMOB. '

Dans nos précédents programmes, nous avons avec B. Tallur [Lermaﬁ & Tallur 1980] fait jouer
‘4 lensemble & classifier (1 ou J ) le rle de I’ensemble des variables, qui sont dans notre cas,



quantitatives [cf. (134)]. 8'il s’agit comme ci-dessus, de la classification de I, on considére le
nuage N(J), dual de celui de N{[I) ci-dessus. Dans ces conditions, le ccefficient d’association qui
est une corrélation se met sous la forme initiale suivante:

o () (- w)
{ [Z,: pi(H - )2] {,E os (- p,-,)z} }1/2

Nous démontrons dans [Lerman & Peter 1985] qu’un indice de type corrélation dans I’un des
espaces est un indice de type cosinus dans Pespace dual. Ainsi, R{7,i’) est le cosinus de I’angle
f‘j;f}', oll g7 est le centre de gravité du nuage N(I). Et, précisément, nous sommes partis de
ce cosinus pour 1'élaboration de l'indice de similarité implanté dans SIMOB (cf. § 12.5).

R(G,#") = (144)

1.3.2 Extensions.

Une structure de données qui se rencontre fréquemment est celle d’une juxtaposition "horizon-
tale” de tableaux de contingence de la forme:

Ix(JMug®By.  uJOy. uJ» (145)
o I (resp. J,1 <1 < L) se trouve défini par 'ensemble des modalités d’une vaziable qualitative
nominale. Par rapport i la définition générale proposée d’un tableau de données [cf. figure 2

premiére partie, § 2 et autour}, il s’agit du cas, s’inscrivant dans le cadre (i) oll A est formé de
variables qualitatives nominales, en nombre L ; conformément & (145) ci-dessus :

A={d/1<I< L} (146)

Si on désigne par n le nombre d’éléments de I et par p; le nombie de modalités de o', il faut
une table de

ax(ptpt. +p+..  +0) - (14

nombres pour consigner Vinformation statistique.

Les différents indices élaborés dans le contexte d’une seule table de contingence peuvent natu-
rellement &tre étendus 3 des structures de données qui généralisent cette derniere:

(i) double juxtaposition ”verticale” et "horizontale” de tables de contingence de la forme:

IOy, Iy, UMY (JWuy . uJPu.  uJB); (148)

- (#i1) données cubiques ou 3 plusieurs dimensions de contingence. . : -
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Ces travaux, dans l'optique corrélationnelle qui nous concerne, sont développés dans [Lerman &
Tallur 1980}, [Lerman 1984} et [Tallur 1988].

Toujours dans une optique corrélationnelle et relativement & une seule table de contingence I xJ
et 3 la famille de distzibutions {f}/i € I} sur J associée [cf. (130),(131)(132)], on peut considérer
I'indice brut suivant

(149)

1< <p

de comparaison entze i et i’ qui cotrespond au ceefficient d’affinité de Matusita [Matusita 196 7]
et est sous jacent & la métiique de Hellinger ot une méme distribution /% est représentée par le

point

(JEMSJSP) (150)

4 coordonnées positives de la sphére unité H. Bacelar-Nicolaii [icolaii 1988] a particuliérement
développé 'optique "vraisemblance du lien” en partant de {149). Mais, dans ce cas 13, on peut
ne pas pouvoir tenir compte des poids respectifs des différentes distzibutions ; soit

{p: fiel} (151)

Rappelons maintenant que nous avons vu [cf. (88)] que, dans le cas de la description d’un
ensemble O d’ob jets élémentaires, le tableau de données représente la concrétisation d’un systéme
de Tarski. D’autre part, nous venons d’exptimer ci-dessus que le cas (145) est particulier de la
structure générale d'un tableau de données tel que nous I'envisageons pour la description d’un
ensemble ¢ de concepts (classes ou catégories). Dans ce dernier cas, le tableau des données
matésialise un systéme de la forme:

S=<C;R1,R2, ‘-‘.,RJ',-.H.,RP >, (152)

ot les R; sont des relations de méme arité -éventuellement valuées- et oll on se donne pour chaque
1elation R;, la suite de ses distributions statistiques sur la suite des concepts (ou classes). R;
est induite par la j-eme variable, 1 < j <.p.

Le programme AVAND (Association entre VAriables & modalités Non Disjointes) mis au point
par M. Ouali-Allah {Quali-Allah 1991] conformément aux normes Modulad, peut &t1e considéré
comme 1’élaboration de la matrice de ccefficients d’association entre variables zelationnelles pré-
ordonnances décrivant un ensemble C de concepts [cf. (152)]. La description peut également
concerner un ensemble O d’objets élémentaires dans le cas (non couvert par AVARE) ol les
modalités d’'une méme variable ne sont pas logiquement exclusives. Ainsi, un méme objet (ou
individu) posséde un sous ensemble -éventuellement vide ou plein- de modalités d’une méme
variable préordonnance w,1 <j <p.

L'introduction du systéme S [cf, (152)] s’est imposée & nous & partir de la description la plus
complexe effectivement traitée par AVL. Il s’agit d’une base de connaissance (due & J. Lebbe,
J.P. Dedet et R. Vignes, Université Paris 6, Institut Pasteur de la Guyane francaise) d’un
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Fic. 1- Variable "préordonnance taxinomique a choix multiple”

ensemble d’espéces de phlébotomes de la Guyane francaise. La stiucturation de la base nécessite
la classification de ’ensemble d’esp&ces, donc d’un ensemble de concepts [Lerman & Peter 1989].
Pour garder toute la richesse de l'information descriptive, nous avons introduit la notion de
»variable préordonnance taxinomique i choix multiple”. Une telle macio-variable résulte de
Poiganisation d’une suite de vaiiables qualitatives, partiellement ordonnée selon la relation mére-
fille On suppose que Iensemble des modalités d’une méme variable qualitative -se situant a
un méme niveau de la taxinomie- se trouve muni d’une préordonnance totale (traduisant de
facon ordinale les ressemblances entre modalités). Par ailleurs, la valeur d’une telle variable sur
un concept donné (il s’agit ici d’une espéce) est définie par une formule logique portant sur
’ensemble de ses modalités Dans notie cas, cette variable a été bien formalisée par la notion de
variable & modalités non disjointes, ci-dessus introduite.

Exemple : Nous notons a!,a? a® et a* les variables 1, 18, 19 et 20 de la base de connaissance
ci-dessus mentionnée. o' est le sexe, a® est le nombie d’épines du style, a® est la disposition
des 4 épines du style et a* est la disposition des 5 épines du style. Nous obtenons la stiucture
taxinomique de la figure 1 ci-dessus. La variable préordonnance taxinomique associée définit une
méme 1elation R; de (152).

2 Pour aller plus loin dans Poptique d’AVL.

Quelle que soit la structure mathématico-logique des données traitées [systéme T (cf. (88)) on
systéme S (cf. (152))] et en nous référant aux figures 2 et 3 de la premiére partie, le schéma de
la démarche générale de traitement par PAVL est le suivant
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-FAIRE:E=A
ARBA = AVL(E)
- FAIRE: E = O (resp. C)
selon la nature du tableau des données.
ARBO = AVI(E)
Si E = A = poser dual(E) = O (resp. C),
selon la nature du tableau des données.
Si E = O {resp. C) = poser dual (E) = A.

Le premier aspect que nous mentionnerons est celui de croisement. En effet, une étape trés impor-
tante de 1 "explication” des classes suppose qu’on peut "situer” au moyen de ceefficients d’association,
un systéme organisé de classes sur une paitie de E {resp. dual(F)), par rapport A un systéme
organisé de classes sur une partie de dual(E) (1esp. E).

Dans ces conditions, on pourra par exemple parler du "degré de responsabilité” de telle classe
d’attiibuts dans la formation de telle classe d’objets.

La gestion de la sitnation relative ARBA pa:r rapport & ARBO (cf. ci-dessus) permet aux
techniques d’intelligence artificielle d’intervenir plus efficacement dans T’ "explication” de la

synthése automatique

Citons ici quelques références importantes qui se situent dans le cadre de ces ceefficients de
croisement [Lerman 1983;, 1984;], [Lerman, Hardouin & Chantrel 1980], [Moreau 1985] et [Ouali-

Allah 1991].

les ceefficients d’association entre variables relationnelles ci-dessus considérés ont un caractére
"total” Mais on peut vouloir dans l'organisation des liaisons entie variables (production de
ARBA dans le cadre du schéma ci-dessus), neutraliser I'influence d’une variable ou méme d’un
groupe de variables exogénes [Lerman 1983,, 1983,). Des expériences tiés intéressantes ont eté
menées par A. Sbii (ancien thésard de 3éme cycle). Il s’agit 13 d’un deuxidme aspect d’impor-
tance, permettant ’extension de I'approche Nous avons bien exprimé que, quelle que soit la
nature de 'ensemble E 3 organiser, nous aboutisssons a une table

{P(z,y)/(z,y) € P(E)} (153)

d'indices probabilistes de similarité (cf. premiére partie fig. 6). Or, de nombreuses méthodes de
représentation en analyse des données supposent la donnée d’un indice de dissimilarité, voire de
distance. Néanmoins, on peut aisément passer d'un indice de dissimilarité 3 un indice de distance
par laddition d'une constance minimale [Caillez 1983]. L’indice de dissimila1ité qui nous parait
le plus naturellement se déduire de I'indice probabiliste P(z,y), est la quantité d’information
de I'évenement dont la probabilité est P(z,y) Tiés précisement, on substituera a la table (153)
ci-dessus, la table

{~ log,y[P(=,9)]/{=, y} € Po(E)} (154)

avant de s’engager dans une méthode de représentation, dont 'argument est une matrice de disst-
~milarités. L’analyse du comportemeni d’une telle matrice pour Vanalyse des données correspond
A un sujet trés actuel de nos travanx. o I
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Avant de clore cette notion de similaritéd symétrique, signalons que dans 1’élaboration d’un
coefficient d’association entre deux variables relationnelles, conformément a Poptique AVL, P'in-
dice brut centré est 1éduit au moyen de I’écart-type de I'indice brut aléatoire [cf. formules (21}
(premidre partie), (97), (101)]. Une autre optique consiste a réduire au moyen de la valeur maxi-
male que peut atteindre 'indice cent1é sous contrainte de I'hypothese d’absence de liaison Cette
autie optique condnit parfois & des problemes trés difficiles d’optimisation combinatoire [Lerman
1987,], [Lerman et Peter 1988] et [Messatfa 1990].

Nous allons maintenant aborder les autres structures de représentation. Avant de quitter la struc-
ture d’arbie, soulignons un intérét particulier de nos ccefficients d’association pour la construc-
tion d’arbres de décision. Il s'agit 1a d’un sujet sur lequel des travaux sont initialisés

En les rangeant de fagon croissante selon leur caractére métrique, ces structuzes de représentation
synthétique sont, paimi les plus considérées:

(i) les ordres ou préordres (totaux ou partiels);
(ii) les arbres additifs;

(iii) les analyses factorielles sur tableaux de distances.

Nous avons déja fait entrevoir au moyen de (154) comment utiliser nos indices dans les cas (ii)
[Barthélémy et Guénoche 1988] et (iii).

Pour ce qui est de (i), plagons nous pour fixer les idées, dans le cas ol les attiibuts sont booléens,
de présence-absence. Le probleme de la recherche d’un ordre ou préordre total sur 'ensemble
O des objets élémentaires; et, dualement, sur l'ensemble A des attributs, est apparu dans les
méthodes de recherche d’une "sériation” sur des objets archéologiques. Il s’agit de trouver un
couple de permutations sur ensemble des lignes et des colonnes du tableau d’incidence des
données, de fagon 4 faire appar aitre une forme diagonale, la plus chargée de valeurs 1. Nous avons
déja exprimé nos 1éférences a la suite du tablean 14 (§ 3.4 premiéie partie). Citons également
en France [Guénoche 1987, Marcotorchino 1991].

Les ordies ou préordres partiels sont appaius dans notre environnement de recherche -comme
structure de représentation- sous la forme de graphes d’ "implication”, entre stimuli ou classes
de stimuli, dans le cadre de la recherche en didactique. Il s’agit en effet dans ce cas de remplacer
la notion symétrique d’indice de similarité probabiliste, par celle orientée d’indice d’implication
piobabiliste. Ce dernier permet d’évaluer, dans quelle mesure une réponse a viai i un attribut
booléen ¢, implique une réponse i vrai & un attribut booléen b {Lerman, Gias et Rostam 1981]
et [Gras et Larher 1992]. Dans ce dernier travail on propose bien une structure en arbre de
classification, mais il s’agit d’un arbre "implicatif” entre classes de stimuli. Dans ce cas, le lien
-représenté par un noeud- entre deux classes adjacentes, est orienté.

Nous avons bien exprimé au paragraphe 2 de la premiére partie que tout élément de la famille
de criteres d’agrégation de la vraisemblance du lien maximal était contractant. Ce qui permet
d’envisager la construction d’algorithmiques de classification de "trés gros” ensembles (quelques
dizaines de milliers d’éléments). Les techniques vont utiliser de fagon principale des notions qui
portent les noms suivants:

(i) ”voisins réciproques” et "voisinages 1éductibles” [Bruyncoghe 1989];

(ii) "classification hiérarchique en paralléle” [Lerman et Peter 1984] et [Peter 1987].
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Nous avons récemment (1991) [dans “votre thése & I'Irisa”, brochure éditée par I'lrisa (Iniia-
Cnrs, 1991)] proposé un sujet de these ot il y a lieu de combiner de fagon optimale les précédentes
idées algorithmiques.

Les derniets problémes que nous évoquerons sont de stabilité et de validité statistique de la
classification. Conformément au schéma ci-dessus (début du paragraphe V), désignons par E
l’ensemble 3 classifier; si £ = O (resp. C), on posera E* = A;et si E = A, on posera E* = 0
(resp C') Les problemes de stabilité et de validité statistique se situent & deux niveaux:

(i) 1elativement a la taille de E*;

(ii) relativement & l’adjonction (resp. extraction) d’éléments & E' (1esp. de Ex).

Pour (i) nous avons suttout étudié le cas ot £ est Vensemble A des attiibuts on variables de
description [Lerman 1986]. Mais le probléme se pose également si E est ensemble O (resp. C)
des objets élémentaires (1esp. des concepts ou classes) décrits.

Deux points 1estent 3 indiquer avant d’aborder les références bibliographiques.

Le présent texte a bénéficié d’aspects notables d’un précédent article [Lerman 1993]. Cependant,
ce que nous exprimons ici est davantage dans un esprit Modulad et pour un public plus averti.

D’autre part, nos références bibliographiques sont trés concentiées autour de nos travaux qui
concernent AVL. Une image plus équilibrée consisterait en 'ensemble des bibliographies respec-
tives de ces travaux. De toute facon, ces derniers se situent dans le cadre de ’Analyse Combina-
toire et Statistique des Données qui est un domaine maintenant bien établi et d’une tres grande
tichesse. Tout en étant & une certaine distance de prétendre i 'exhaustivité, I'impiessionnante
revue synthétique d’Arabie et Hubert [Arabie et Hubert 1992] regroupe prés de 500 références
- comptenant plusienrs ouvrages - et 1elatives pour la plupart, & ces dix derniéres années.
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