Extraction des nombres de Betti avec un modéle génératif

Maxime Maillot*, Michaél Aupetit
Gérard Govaett

* CEA, LIST, F-91191 Gif-sur-Yvette
maxime.maillot@cea.fr, michael.aupetit@cea.fr,
**UTC, Heudiasyc, UMR CNRS 6599, BP 20529, F-60205 Compieg@ueL
gerard.govaert@utc.fr

Résumé. L'analyse exploratoire de données multidimensionneligsue pro-
bleme complexe. Nous proposons d’extraire certains iamssitopologiques ap-
pelés nombre de Betti, pour synthétiser la topologie delecttre sous-jacente
aux données. Nous définissons un modele génératif basé somiglexe sim-
plicial de Delaunay dont nous estimons les parametres pptifisation du
critere d’'information Bayésien (BIC). Ce Complexe SimgidcGénératif nous
permet d’extraire les nombres de Betti de données jouetsneages d'objets
en rotation. Comparé a la technique géométrique des Wiasplex, le CSG
apparait plus robuste aux données bruitées.

1 Introduction

Une approche récente de I'analyse exploratoire de donngkslimensionnelles consiste
en I'extraction d’invariants topologiques (Carlsson, 2D0Ces invariants permettent de ca-
ractériser la topologie de la population si I'on supposesti@’est définie par une collection
de sous-variétés de I'espa®® dont sont issues les données. Les nombres de Betti sont de
tels invariants : le premier encode le nombre de composantasexes, le second le nombre
de cycles indépendants, le troisieme le nombre de cavitépandantes, etc... Ces nombres
expriment numériquement des caracteristiques topolegique nous extrayons visuellement
lors de I'analyse de nuages de points présentés dans ure regadésien a deux dimensions.
Ces invariants topologiques le sont par homotopie uneelags large de transformations non
linéaires incluant les homéomorphismes, les similituddesisométries, on s’attend donc a
ce que l'informaiton topologique soit plus robuste a la nbale mesure que I'information de
nature géométrique.

Il existe des techniques d’extraction des nombres de Bptiiir d'un complexe simplicial
(de Silva). Un complexe simplicial est un ensemble de sirgdéels que I'intersection de deux
simplexes du complexe est soit vide soit fait aussi partieataplexe. Le plongement dans
RP d'un k-simplexe est I'enveloppe convexe (e + 1)-points de cet espace. Un complexe
simplicial plongé est donc une collection de variétés quit gervir de modéle topologique et
géométrique a la population génératrice des données. Nawasisl lui associer un modéle de
densité de probabilité afin de modéliser complétement legasus de génération des données.
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Les cartes de Kohonen (Kohonen, 1989) ou leur pendant gérire sont les Genera-
tive Topographic Map (GTM) (Bishop et al., 1998) ainsi que (&enerative Principal Mani-
folds (Tibshirani, 1992) sont des modéles topologique thodimension intrinseque doit étre
fixéea priori. Les modéles de mélange de gaussiennes classiques (MahatHPeel, 2000)
permettent de modéliser la densité du nuage de points, raisadent aucune information
topologique. Nos précédents travaux sur le Graphe Géh&aitissien (Aupetit, 2005), que
I'on peut voir comme une version générative des Topologyr&amting Network (TRN) de
(Martinetz et Schulten, 1994), sont limités a la modélsiatie la population sous forme d’un
graphe, qui ne peut encoder que la connexité et non lesamtard’ordre supérieur (cycles, ca-
vités...). Enfin 'approche des Witness Complex (de SilMaatsson, 2004) étend les TRN aux
complexes simpliciaux. Cette technique est essentielileg@metrique, trés sensible au bruit
et non paramétrique. Nous proposons un modele généragiholpar la convolution d’une loi
normale multivariée au complexe simplicial plongé.

2 Hypotheses générales et description du modele

Les données sont un nuage de points d&Hs supposées issues d’une collection de va-
riétés, perturbées par un bruit centré gaussien isovanid |a variancer? est inconnue. Nous
supposons que cette collection de variétés peut étre dpfEquar une complexe simplicial
de Delaunay dont les sommets= (wy, ..., wy) appartiennent ®” . Nous définissons le
Complexe Simplicial Génératif (CSG) comme la convolutiamdruit gaussien isovarié a un
complexe simplicial de Delaunay de sommetsLes composants de ce modéle de mélange
sont les différents simplexes du complexe : les sommetsari@es, les triangles, les tétra-
edres... Les paramétres de ce modéle sont la position desetsrdu complexe, la proportion
des composants du mélange, et la variance du bruit gauskes.utilisons I'algorithme EM
pour trouver le jeu de parameétres qui maximise la vraisengelaet nous utilisons le critére
BIC (Schwarz, 1978) pour sélectionner le modéle de comi@eptimale. La complexité du
modéele est déterminée par son nombre de sommets, d’aréteg@myles... de simplexes que
I'on conserve. Optimiser BIC revient donc a retirer cersasimplexes du modéle, et donc a
sculpter le complexe de Delaunay pour obtenir un sous-cexeple Delaunay BIC-optimal,
dont on suppose que la topologie modélise ainsi au mieug dellla population. Nous dé-
taillons le modéle CSG et I'algorithme d’apprentissage.

2.1 Le Simplexe Génératif (SG)

Un simplexe génératif (SG) est une fonciton densité de fititlabasée sur un simplexe
plongé. SoitS¢ un simplexe de dimensiaf) |S¢| son volumeg® une distribution gaussienne
isovariée de variance® et de dimensiorD ou D est la dimension de I'espace ambiantggt
la fonction densité de probabilité induite par le simplegadyatif associé &7 :

1
d 0 2
= t dt

Ceci peut étre vu comme la convolution d'une densité gamssienultidimensionnelle et
d’'un simplexe. Pour former le modéle de mélange nous rerapialgs composants gaussiens
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classiques, sources ponctuelles de données perturbéen pauit gaussien, par des sources
simpliciales. Le modéle de mélange associé est le ComplaxgiSial Génératif.

2.2

Le Complexe Simplicial Génératif (CSG)

Un Complexe Simplicial Génératif est un mélange de sim@@énératifsS = {S¢} -
de la méme facon qu’un complexe simplicial est défini par usestble de simplexes - une
variances?, identique pour chaque simplexe, et un ensemble de propel{tird} qui corres-
pondent aux composan{$?}. Les{x¢} ont pour contralntgd 0 Zl L md = 100N, est
le nombre de simplexes de dimensirin CSG a pour densité de probablllte :

D Ng

p(z|o, S,w) = ZZW (2]o,w)

d=0i=1

3 Le processus d’'apprentissage

1.

Initialisation : 1l faut premiérement positionner l@ssimplexesw. Un modéle de mé-
lange gaussien classique (McLachlan et Peel, 2000) ojatithia vraisemblance est uti-
lisé a cet étape. Le nombre de sommatsest choisi grace au critéere BIC(Schwarz,
1978). Puis un graphe de Delaunay est construit a partir slsmamets. Cet ensemble
de sommets et arétes est appglé Nous avons alors un CSG constitué de sommets et
d’'arétes génératifs qui sont les composantes d’'un modéfedlienge. Les proportions
7¢ sont tous égaux a l'initialisation. La variance initiale eslle apprise par le modéle
de mélange gaussien classique ;

. Optimisation des proportions et de la variance :L'algorithme EM est utilisé pour

optimiser les proportions ainsi que la variance?. La mise a jour de la variance est
co(teuse en temps - elle requiert une méthode de quasi-Mamte (Morokoff et Ca-
flisch, 1995) pour estimer le termg (x|o, w) - elle n’est donc réalisée que toutes les
200 itérations. Une fois les nouvelles proportiarisobtenues, nous cherchons a retirer
du modéle les sommets ou arétes qui ne sont pas source deedpdogc ceux dont la
proportionz?” est faible ;

. Sélection des composantd.es composants qui doivent étre retirés sont choisis giéce a

critere BIC. Les proportions sont rangées par ordre croissant, et BIC est calculé pour
chaque: (n < N) en conservant les composants de plus forte proportion. L'ensemble
C' de sommets et arétes maximisant BIC est conservé pourd'@aipante. Certains
sommets sont retirés s'ils font partie d’une aréte congeda®sC!, puisque leur retrait

ne modifie pas la topologie du complexe, et permet de rédeimeibre de parameétres
du modéle de mélange;

. Ajout de la dimension suivante :Nous considérons maintenant les triangles du com-

plexe de Delaunay. Un triangle est ajouté au modéle de m&lang I'ensembles?,

si toutes ses arétes sont dams On répéte ensuite les étapes 2, 3 et 4, en incrémen-
tantd, puis en retirant de I'ensembté? les simplexes inutiles grace au critére BIC.
L'algorithme s'aréte quand = D ou quandS9+! est vide ;
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5. Extraction des nombres de Betti :Le complexe simplicialC? obtenu quand I'algo-
rithme se termine est ensuite utilisé comme entrée dangieidb Plex (de Silva) qui
fournit les nombres de Betti recherchés.

4 EXpériences

4.1 Variétés topologiques connues : le tore et la sphére

Nous testons la technique sur des variétés plongéeRfadsnt la topologie est connue :
une sphére de rayanet un tore de petit rayod et de grand rayom0. Les nombres de Betti
attendus pour la sphére sqnt 0, 1,0...), et pour le torg1,2,1,0...). Le CSG est comparé
au Witness Complex (WitC) tel qu’implémenté dans le codapkx (Adams et Tausz). Le
nombre de prototypes( pour la sphérej0 pour le tore) et leur position sont identiques pour
le CSG et le WItC, ils sont obtenus par un modeéle de mélangssgauclassique maximisantle
critere BIC. La méthodmfiniteBarcodesle Javaplex retourne les nombres de Betti recherchés
a partir d’'une filtration du complexe simplicial.

Pour la sphérel000 points sont tirés aléatoirement avec un bruit gaussiené&erécart-
typeo € {0.05,0.1,0.2}. Pour le tore2000 points sont tirés aléatoirement avec un bruit gaus-
sien centré d’écart-type € {0.01,0.05,0.1}. Dans chaque cas, CSG et WitC sont relancés
100 fois a partir d’'une initialisation aléatoire de leurs paédras. Une réponse est considérée
comme correcte uniquement si les nombres de Betti attermaigreuvés. Le résultat calculé
est le pourcenatge de réponses correctes suflesssais.

4.2 Base d'images : COIL-100

COIL-100 (Nene et al., 1996) est un corpus d’'imaged @& objets différents photogra-
phiés en rotation. Chaque image est prise aprés que I'ol§&t sourné de 5 degrés autour
d’'un axe vertical, il y a donc 72 images par objet. Les imagrgeurs sont transformées en
niveaux de gris et leur taille est réduite. Un objet est regmé par un nuage de points dans
I'espace de dimension le nombre de pixels des images. Afirodeqir calculer le complexe
de Delaunay, nous projetons les données sur pgemiéres composantes principales du nuage
de points. Du fait de la rotation compléte de I'objet, ce raidg points a la topologie d’un
anneau dont les nombres de Betti sontl, 0...). Nous testons le CSG strobjets pignon
flacon tomate boite chat décoratij, et nous le langconi) fois pour chacun.

5 Resultats

5.1 Lasphere etle tore

On peut trouver les résultats obtenus sur la sphere et ldémeles tableaux 1 et 2. Pour les
variances les plus faibles, WitC domine le CSG, mais ils sous les deux fiables. Pour=
0.2, les performances de CSG diminuent alors que celles de WitCssables. Ici, la filtration
avantage WitC : la cavité a l'intérieur de la sphere persiaters que pour le CSG, si la
variance grandit trop, une corde a l'intérieur de la sphere ppparaitre malgré les différentes
étapes d'élagage et ajouter des cycles non désirés danslédeno
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FiG. 1 — Exemple de 2000 points ti- FIG. 2 - Cing objets sélectionnés
rés uniformément a la surface du tore. dans la base de données COIL-100.

Le tore est plus complexe a modéliser que la sphere : si lan@gidu bruit est trop grande,
l'intérieur du tore se remplit. Des cycles et des cavitésgiges peuvent apparaitre entrainant
une baisse de performance que I'on peut observer ici. Alaoeslgs résultats sont toujours
acceptables pour le CSG, ceux du WitC ne sont plus suffidaeéserreurs du WitC se font en
général sur le nombre de cycles, alors que le nombre de camigssconnexes et de cavités
sont corrects.

WitC | GSC WitC | GSC
o =0.05 | 100% | 95% c=0.01]| 5% 63%
o=0.1 | 99% | 90% c=0.05| 8% | 60%
oc=0.2 98% | 55% c=0.1 9% 57%
TAB. 1 — Sphére. TAB. 2 — Tore.
5.2 COIL-100

La rotation de laboite du flaconet duchat décoratifgénére pour chacun de ces objets
des images nettement différentes les unes des autreseeatamé pour chaque objet un nuage
de points de topologie annulaire. Le CSG retrouve systéuertnent les nombres de Betti at-
tendus dans ce cds,1,0...). En analysant la structure du complexe simplicial, on oleser
gu'il est constitué de 1 sommets et 1 arétes formant un cycle. La dimension maximale des
simplexes vaul montrant que la projection sur I&spremiéres composantes principales n'a
pas fait perdre d'information. Pour les deux autres obtmionet tomate le CSG optimal
contient seulemerit sommets et tous les simplexes jusqu’a la dimension 5, av&@giature
topologique d’une boulél, 0, 0...) sans cycle ni cavité. Ce résultat peut s’expliquer par te fai
que ces deux objets sont plutbt invariants par rotationiaate I'axe vertical, les 72 images as-
sociées a chacun sont donc trés similaires et forment urerdegoints compact dans I'espace
des pixels, sans structure topologique complexe.
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6 Conclusion

Contrairement a celle du Witness Complex (WitC), I'effi¢dailu Complexe Simplicial
Génératif (CSG) est bonne a la fois pour la sphére et le torgnanat I'intérét de I'approche
générative pour 'extraction des nombres de Betti d’'un reudg points. Le temps de calcul
du WitC est plus rapide que celui du CSG et permet de traiterdd@nées en trés grande
dimension. Nous travaillons a I'adaptation d'une techeide I'état de I'art pour le calcul du
complexe de Delaunay, afin de rendre accessible au GSC deéetode grande dimension.
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Summary

Exploring multidimensional data is a complex analytic tadk/fe propose a generative
model called Generative Simplicial Complex, to extractalogical invariants called Betti
numbers from the data. The GSC is used to analyze toys datareagt data. The GSC
appears to be more robust to noise than the Witness Compktateaof the art geometrical
technique to extract Betti numbers of point set data.



