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Résumé. Cet article traite du sujet des opérateurs d’agrégation issus de la lo-
gique floue. En particulier, un exemple d’opérateur d’agrégation nommé triple
Pi, ainsi que certaines de ses variantes et de ses généralisation, sont présentés ;
le triple Pi présente certaines potentialités intéressantes pour la fusion d’infor-
mations. Quelques applications de cet opérateur sont également présentées. De
façon plus général, à travers cet exemple, on cherche à illustrer quelques-unes
des nombreuses possibilités offertes par l’utilisation des opérateurs d’agréga-
tions dans le domaine de la fouille de données complexes et massives.

1 Introduction

Les avancées technologiques au niveau des capteurs et du stockage ont permis une véritable
explosion des données numériques, augmentant sans cesse laquantité, la qualité et la diversité
de ces informations. Ainsi, au début du siècle la question était "Peut-on récupérer et stocker
ces données ?" et aujourd’hui la problématique est plutôt lasuivante : "comment exploiter
toutes ces données ?". En effet l’adage qui stipule que trop d’information tue l’information
n’a jamais été aussi vrai. Les masses de données, leur volumeet leur complexité sont telles
aujourd’hui, qu’elles nécessitent des outils informatiques de plus en plus sophistiqués. Diverses
approches issues de l’informatique et des mathématiques appliquées ont été proposées pour
gérer ces informations. Par exemple, les opérateurs d’agrégation issus de la théorie des sous
ensembles flous permettent une synthèse de ces informationsdiverses et variées. Il existe de
nombreux opérateurs d’agrégation et le choix d’un de ces opérateurs dépend de nombreux
paramètres. Mais ce choix est avant tout lié à lafusion elle-même. Avant d’aller plus loin
il nous semble important de rappeler la définition de la fusion. Nous reprenons la définition
proposée par (Bloch et Hunter, 2001) qui fut donnée lors des travaux du Groupe Européen de

- 1 -



Opérateurs d’agrégation et données multiples

Travail sur la Fusion (FUSION) :
La fusion consiste à réunir ou aggréger des informations provenant de différentes sources, et à
exploiter cette information réunie ou aggrégée, dans diverses applications comme la réponse
à une question, la prise de décision, une estimation numérique, etc.
Cette définition met l’accent sur deux éléments principaux.D’abord, elle met l’emphase sur la
combinaison de l’information. Puis l’accent est mis sur l’objectif de la fusion. Pour définir la
nature de cette combinaison et l’objectif de fusion sous-jacent, il convient donc de connaître
le type de données que l’on cherche à fusionner. Nous reprenons succintement les types de
données proposés dans Bloch et Hunter (2001) et repris dans Dubois et Prade (2004) :

- les observations. Elles décrivent le monde d’un point de vue plus ou moins particulier.
Il s’agit le plus souvent de données numériques fournies pardes capteurs.

- la connaissance. Elle décrit la façon dont le monde esten général. Il s’agit de données
plus subjectives que les observations, et qui sont souvent issues de personnes plutôt que
de capteurs.

- la préférence. Ce sont des informations subjectives qui décrivent comment on aimerait
que le monde soit. Il s’agit là aussi de données issues de personnes.

- les régulations. Il s’agit d’informations génériques qui sont la plupart dutemps énoncées
sous forme de lois.

Les opérateurs d’agrégation permettent de fusionner la plupart des informations et sont bien
adaptés pour synthétiser des éléments issus des 3 premiers types d’informations. Par ailleurs,
ils sont parfaitement adaptés pour agréger des informations ponctuelles issues de plusieurs va-
riables. Ainsi, si à un instantt on dispose pour chaque variable d’une information ponctuelle,
on pourra fusionner toutes ces informations ponctuelles à cet instantt via un opérateur d’agré-
gation.
Dans cet article, nous nous proposons, à travers un exemple d’opérateur particulier, le triple
Π, d’illustrer quelques-unes des potentialités des opérateurs d’agrégation dans le domaine des
données multiples. Nous cherchons donc à faire découvrir ces outils et leurs possibilités pour
les utilisateurs confrontés à la complexité de données multiples et massives. Dans la section
2, nous faisons un survol des différents opérateurs d’agrégation. La section 3 est consacrée à
l’opérateur tripleΠ et à ses variantes dans différents cas : fini, discret et continu. La section 4
présente deux exemples d’application de cet opérateur et deses variantes. Quelques perspec-
tives sont présentées dans la section 6 avant de conclure dans la section 7.

2 Fusion d’informations et opérateurs d’agrégation

Les opérateurs d’agrégation, eux sont issus de la théorie des sous-ensembles flous. Un
opérateur d’agrégation peut être définie comme une fonctionf : [0, 1]n → [0, 1], n ∈ N , qui
vérifient les deux conditions suivantes (Dubois et Prade, 2004; Detyniecki, 2000; Campanella
et Ribeiro, 2011) :

f(0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸) = 0 (1)

n fois

f(1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸) = 1

n fois
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et pour toutx, y ∈ [0, 1]n :
x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y) (2)

L’équation 1 est une condition dite de préservation des bords tandis que l’équation 2 est appe-
lée condition de monotonie.

Il est à noter que les opérateurs d’agrégation ont donc un domaine de définition compris entre
0 et 1. Cela ne pose pas vraiment probléme car,a priori, quelque soient les données numé-
riques traitées, il est en général aisé de se ramener à cet intervalle. On aura aussi noté que les
opérateurs mathématiques classiques (moyenne arithmétique, maximum, minimum, médian...)
peuvent être définis comme des opérateurs d’agrégation.
Parmi les opérateurs les plus connus, on peut citer (Dubois et Prade, 2004; Martin, 2005; Pra-
dera et Trillas, 2006; Beliakov et al., 2007) :

- les normes triangulaires (ou t-normes). Il s’agit d’opérateurs conjonctifs. Ces opéra-
teurs sont généralement utilisés quand toutes les sources sont supposées fiables. Les
plus connus sont le minimum et le produit. Citons également les copulas (voir Nelsen
(1999); Dubois et Prade (2004)) qui sont des généralisations d’opérareurs conjonctifs.
On notera enfin qu’il existe aussi des normes triangulaires paramétriques qui possédent
des paramètres modifiables (Yager, 1980; Weber, 1983; Zimmermann, 2001).

- les conormes triangulaires (ou t-conormes). Ce sont des opérateurs disjonctifs. Ils sont
utilisés quand il existe au moins une source fiable, les autres sources pouvant être incer-
taines. La plus connue des t-conormes est le maximum. Il existe également des conormes
triangulaires paramétriques (Yager, 1980; Weber, 1983; Zimmermann, 2001).

- les connectifs mixtes ou connectifs mixtes de compensation (on parle aussi d’opéra-
teurs hybrides). Il s’agit de combinaisons linéaires ou nonlinéaires de t-normes et de
t-conormes. L’objectif de ces combinaisons est d’allier les caractéristiques des t-normes
et des t-conormes en faisant varier le ou les paramètres de lacombinaison. En utilisant
ces connectifs mixtes, il est possible de faire varier le comportement de l’opérateur entre
les situations extrêmes, allant de la conjonction à la disjonction : on espère ainsi que
la t-norme contre-balancera la t-conorme et inversement, d’où la notion de compensa-
tion (Zimmermann et Zynso, 1980; Piera-Carreté et al., 1988). Il faut remarquer qu’une
grande partie des uninormes et des normes nulles (présentées juste après) sont aussi des
connectifs mixtes.
Voici deux exemples de connectifs mixtes. NotonsT une t-norme etC sa t-conorme
duale. Parmi les connectifs mixtes les plus connus on trouve:
- le connectif mixte linéaire :

αT (x1, ..., xn) + (1− α)C(x1, ..., xn) (3)

- le connectif mixte géométrique :

T (x1, ..., xn)
α + C(x1, ..., xn)

(1−α) (4)

où0 ≤ α ≤ 1.
Piera-Carreté et al. (1988) ont montré que le nombre de classes fournies par le connectif
mixte de compensation linéaire varie en fonction de la valeur du paramètreα : plusα
est proche de 1, plus le nombre de classes augmente. On noteracependant qu’il a été
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montré (Yager et Rybalov, 1998) qu’un connectif mixte ne permet pas toujours d’allier
les caractéristiques des t-normes et des t-conormes.

- les moyennes. Comme leur nom l’indique, il s’agit d’opérateurs qui fournissent une
valeur comprise entre le minimum et le maximum possible. Citons par exemple les
moyennes arithmétiques et géométriques ou encore la médiane. Les moyennes pondé-
rées ordonnées (Yager, 1988, 2004), appeléesOWA(OrderedWeightedAveraging) sont
aussi des opérateurs moyennes dans lesquelles on introduitune pondération dépendant
de l’importance et de la fiabilité des sources.

- les normes zéro (nullnorms) définies par Calvo et al. (2001). Ce sont des opérateurs
commutatifs, associatifs et possédant un élement absorbant a ∈ [0, 1] que l’opérateur
peut en général fixer a priori.

- les uninormes proposées par Yager et Rybalov (Yager, 1994;Yager et Rybalov, 1996,
1998). Il s’agit en fait d’opérateurs commutatifs, associatifs et possédant un élement
neutree ∈ [0, 1] que l’utilisateur peut, dans la plupart des cas, fixer a priori. Dans la
pratique, une uninorme est souvent définie par une t-norme sur l’intervalle [0, e] et par
une t-conorme sur l’intervalle[e, 1]. Il faut noter que le tripleΠ développé par Yager et
Rybalov (1998) est un cas particulier d’uninorme. Notons aussi que ce tripleΠ est éga-
lement une somme symétrique (Waissman-Vilanova, 2000). Onrappelle que les sommes
symétriques, introduites par Silvert (1979), sont des opérateurs dont la particularité est
d’être symétrique par rapport à un sous-ensemble et à son complément.

Ces différents opérateurs possédent des propriétés intrinsèques qui peuvent être utiles en fonc-
tions des objectifs visés et du domaine d’application. Une des propriétés les plus remarquables
est celle du renforcement total. Un opérateur totalement renforcé est un opérateur renforcé po-
sitivement et renforcé négativement. Le renforcement total est une propriété intéressante car
elle modélise le comportement humain (Elkan, 1994), (Yageret Rybalov, 1998).
Un opérateur d’agrégationL dont les arguments sont dans l’intervalle[0, 1], a la propriété de
renforcement positif, si lorsque tous ses attributs sont affirmatifs (i.e. supérieur ou égaux à 0,5),
il vérifie :

L(x1, ..., xn) ≥ max
i

[L(xi)] (5)

Les t-normes ont la particulatié d’être positivement renforcés.
De façon similaire, un opérateur d’agrégationL dont les arguments sont dans l’intervalle[0, 1],
a la propriété de renforcement négatif si lorsque tous ses attributs sont non-affirmatifs (i.e.
inférieur ou égaux à 0,5), il vérifie :

L(x1, ..., xn) ≤ min
i
[L(xi)] (6)

Les t-conormes ont la particularité d’être négativement renforcés.
Un opérateur qui possède les deux propriétés est défini commeétanttotalement renforcé(full
reinforced). Les uninormes sont des opérateurs totalement renforcés (Yager et Rybalov, 1996).
Le tripleΠ, qui est une uninorme particulière, est totalement renforcé (Yager et Rybalov, 1998).
Cependant, comme nous l’avons déjà signalé plus haut, un connectif mixte (combinaison d’une
t-norme et d’une t-conorme) n’est pas forcément totalementrenforcé.
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3 Les opérateurs3Π et M3Π

3.1 L’opérateur 3Π

Avant de fournir la définition de l’opérateur3Π, rappelons deux propriétés importantes de
cet opérateur :

- l’opérateur 3Π est une uninorme (Yager et Rybalov, 1998).
- l’opérateur 3Π est une généralisation des sommes symétriques (Waissman-Vilanova,

2000).
Les uninormes ont été proposées par (Yager et Rybalov, 1996)tandis que les sommes symé-
triques ont été proposées par (Silvert, 1979).

Definition (Yager et Rybalov, 1996) Une uninorme est une fonctionU : J −→ I telle que
pour toutx, y, z, s, t ∈ In, n = 1, 2, . . ., les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Commutativité :U(x, y) = U(y, x)

2. Monotonie :U(x, y) ≥ U(s, t) si x ≥ s, y ≥ t

3. Associativité :U(x, U(y, z)) = U(U(x, y), z)

4. Elément neutre : il existe un élément fixeg ∈ [0, 1] tel queU(x, g) = U(x).

Définition (Silvert, 1979) Une somme symétriqueS est un opérateur d’agrégation continu
auto-dual, où l’auto-dualité signifie que :

S(x1, x2, ..., xn) = 1− S(1− x1, 1− x2, ..., 1− xn) (7)

Pourxi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , n.

Comme indiqué dans Detyniecki (2000), Silvert a montré qu’une somme symétrique avec deux
arguments peut être écrite sous la forme :

S(x, y) =
G(x, y)

G(x, y) +G(1− x, 1− y)
(8)

oùG est une fonction positive, continue, croissante satisfaisantG(0, 0) = 0.

Définition (Yager et Rybalov, 1998) Le tripleΠ est défini comme suit :

PI(x1, ..., xn) =
Πn

j=1xj

Πn
j=1xj +Πn

j=1(1 − xj)
(9)

avecxj ∈ [0, 1].
On notera que dans le cas problématique où le dénominateur serait nul, Yager propose de dé-
finir arbitrairement le tripleΠ comme étant égal à 0 ou à 1 (Yager, 2002). Cet opérateur3Π
a comme particularité d’être totalement renforcé c’est-à-dire qu’il est renforcé positivement et
négativement (Yager et Rybalov, 1998). Cet opérateur tripleΠ et ses variantes ont été utilisés
pour des applications dans le domaine des systèmes multi-agents (Yager, 2002), dans les bio-
procédés (Doncescu et al., 2007), les systèmes automatiques de navigations (Faurie, 2011), ou
le traitement d’images (Nagau et al., 2010).
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3.2 La moyenneM3Π

Définition (Emilion et al., 2004) L’opérateurM3Π, qui dérive du3Π, se définit comme
suit :

M3Π(x1, ..., xn) =
Πn

j=1(xj)
(1/n)

Πn
j=1(xj)(1/n) +Πn

j=1(1 − xj)(1/n)
(10)

avecxj ∈ [0, 1]. Cet opérateur ne peut être totalement renforcé du fait de sanature (c’est une
moyenne) mais il possède une propriété ayant une certaine similitude avec celle de renforce-
ment total du3Π. Cette propriété est présentée ci-dessous.
SoitM3Π la moyenne tripleΠ. On considére la moyenne arithmétique classique1

n

∑n
j=1 xj .

Alors :
Si ∀j ∈ 1, ..., n, on axj ≥ 0, 5, on a :

M3Π(x1, ..., xn) ≥
1

n

n∑

j=1

xj (11)

Si ∀j ∈ 1, ..., n, on axj ≤ 0, 5, on a :

M3Π(x1, ..., xn) ≤
1

n

n∑

j=1

xj (12)

Cette propriété a été baptiséerenforcement moyen(Doncescu et al., 2007) en référence au
renforcement total du tripleΠ.

3.3 Vers une généralisation du tripleΠ pour agréger d’autres types de
données

En suivant la même démarche, on peut généraliser cet opérateur afin d’appliquer ces opéra-
teurs dérivés sur de nouveaux types de données. En effet, comme nous l’avons déjà signalé, les
opérateurs d’agrégation sont parfaitement adaptés pour synthétiser des données ponctuelles
issues de sources diverses et mesurées à un instantt. Or les données sont telles aujourd’hui
qu’elles sont souvent organisées en séries temporelles, voire en flux de données, on doit donc
chercher à traiter des plages de données sur des intervallesde temps plutôt qu’une information
ponctuelle. Or les opérateurs d’agrégation sont peu usitéspour ces données arrivant en continu.
On notera cependant qu’ils sont utilisés sur des séries temporelles afin de :

- lisser des données sur ces séries temporelles (Yager, 2008)
- faire de la prévision sur ces celles-ci (Komornik et al., 2006; Jilani et Burney, 2008)

En d’autres termes, on peut dire que les opérateurs d’agrégation sont surtout utilisés d’un point
de vue local et non pour résumer l’information sur un intervalle temporel. La question qui
en découle est la suivante : Peut-on trouver ou définir des opérateurs issus du tripleΠ qui
synthétisent des plages de données issues de séries temporelles ?
En fait, le paragraphe suivant propose diverses généralisations du tripleΠ qui peuvent être
utilisées sur des séries temporelles. Ces généralisationsne sont pas au sens propre du terme
des opérateurs d’agrégation mais elles peuvent permettre de fusionner des données issues de
séries temporelles.
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4 Généralisation de l’opérateur3Π pour des séries tempo-
relles

4.1 Liminaire

Définissons la généralisation d’une somme symétrique :

PI(x1, ..., xn) =
Πn

j=1G(xj)

Πn
j=1G(xj) + Πn

j=1G(1− xj)
(13)

oùG(x) est une fonction appeléefonction génératriceet qui est non négative et croissante (Sil-
vert, 1979; Waissman-Vilanova, 2000). Il est clair que pourdéfinir l’opérateur tripleΠ on prend
la fonctionG(xj) = xj et pour la moyenne tripleΠ on prend la fonctionG(xj) = x

1/n
j . A

partir de l’équation 13, on cherche cette fois une généralisation de la fonctionG pour diffé-
rents cas : ensembles finis, cas discret et cas continu. On va donc définir une généralisation de
l’opérateur que l’on pourra appliquer à des fonctions.

4.2 Définition et inégalité

Définition
Soit f : Ω → [0, 1] une fonction mesurable définie sur un espace de probabilité(Ω,F , µ) et
prenant ses valeurs dans[0, 1]. Alors,

G3Π =
e
∫
Ω
log(f)dµ

e
∫
Ω
log(f)dµ + e

∫
Ω
log(1−f)dµ

(14)

est appeléegénéralisation de3Π et est écritG3Π.
Evidemment, leG3Π n’est pas un opérateur d’agrégation mais il possède des propriétés

similaires à celles du3Π comme nous le voyons ci-dessous.
Proposition 1

Soit f : Ω → (0, 1
2 ] une fonction mesurable définie sur un espace de probabilités(Ω,F , µ) et

prenant ses valeurs dans(0, 12 ]. Alors

e
∫
Ω
log(f)dµ

e
∫
Ω
log(f)dµ + e

∫
Ω
log(1−f)dµ

≤
∫

Ω

fdµ (15)

Si f prend ses valeurs dans[ 12 , 1) alors l’inégalité inverse est vérifiée.
Notons que l’intégrale ci-dessus est bien définie puisquelog(f) < 0 µ presque partout et
e−∞ = 0.

Cette inégalité théorique et générale est la plus importante car toutes les autres inégalités en
découlent. Elle a été démontrée dans (Emilion et al., 2013b,a). Le cas fini correspond à un
opérateur d’agrégation ; c’est en fait la définition de la moyenneM3Π et de ses propriétés. Le
cas discret et le cas continu permettent de considérer de nouvelles applications pour les séries
temporelles (voire des flots de données), et montrent qu’on peut trouver une généralisation du
3Π pour des séries temporelles. Nous détaillerons les 3 cas (fini, discret et continu) que nous
venons de mentionner.
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4.3 Le cas fini

Soit Ω = {1, . . . , n} et soitµ une mesure de probabilité uniformeµ{i} = 1
n pour i =

1, . . . , n. Si f(i) est notéxi, alors, avec la convention quelog(0) = −∞ et e−∞ = 0, on a :

∫

Ω

fdµ =
1

n

n∑

i=1

xi,

∫

Ω

log(f)dµ =
1

n

n∑

i=1

log(xi) = log((x1 . . . xn)
1
n )

et

e
∫
Ω
log(f)dµ = (x1 . . . xn)

1
n

ainsi dans le cas fini l’inégalité (15) peut être écrite :

(x1 . . . xn)
1
n

(x1 . . . xn)
1
n + ((1− x1) . . . (1− xn))

1
n

≤ 1

n

n∑

i=1

xi (16)

quand0 ≤ xi ≤ 1
2 pour touti ; l’inégalité inverse est vérifiée quand12 ≤ xi ≤ 1 pour touti.

Comme nous l’avons indiqué plus haut, l’inégalité (16) a déjà été prouvée et elle représente
la principale propriété de la Moyenne3Π (Emilion et al., 2004). L’intérét majeur deM3Π est
de fournir une meilleure discrimination que la moyenne arithmétique classique.

4.4 Le cas discret

Plus généralement, soitΩ = {0, 1, . . . , n, . . .} et soitµ une distribution de probabilité sur
Ω. Si f(i) est notéexi, alors, avec les mêmes conventions que ci-dessus, on a :

∫

Ω

fdµ =

+∞∑

i=0

xiµ{i},

∫

Ω

log(f)dµ =
+∞∑

i=0

log(xi)µ{i} = log(Π+∞
i=0 x

µ{i}
i )

et par conséquent

e
∫
Ω
log(f)dµ = Π+∞

i=0 x
µ{i}
i

de sorte que dans le cas discret, l’inégalité (15) peut être réécrite comme suit :

Π+∞
i=0x

µ{i}
i

Π+∞
i=0x

µ{i}
i +Π+∞

i=0 (1− xi)µ{i}
≤

+∞∑

i=0

xiµ{i}. (17)
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Par exemple siµ est une distribution géométrique (p) avec le paramètre0 ≤ p ≤ 1, telle que
µ{i} = (1− p)pi , on a :

Π+∞
i=0x

(1−p)pi

i

Π+∞
i=0 x

(1−p)pi

i +Π+∞
i=0 (1− xi)(1−p)pi

≤ (1− p)

+∞∑

i=0

xip
i (18)

D’autre part siµ est une distribution de Poisson(λ) avec le paramètreλ > 0, telle queµ{i} =

e−λ λi

i! , on a :

Π+∞
i=0 x

e−λ λi

i!

i

Π+∞
i=0 x

e−λ λi

i!
i +Π+∞

i=0 (1− xi)e
−λ λi

i!

≤ e−λ
+∞∑

i=0

xi
λi

i!
. (19)

Bien sûr, (19) est un cas particulier de (17) quand on prendµ{i} = 1
i si i = 1, . . . , n et

µ{i} = 0 sinon.

Les figures 1 et 2 donnent deux exemples simulés pour illustrer l’inégalité de la générali-
sation du 3Π.

FIG. 1 – Exemple de l’utilisation de la propriété duG3Π. Les valeurs de la courbe repré-
sentent des degrés d’appartenance à une classe donnée, allant de 0 (non appartenance à cette
classe) à 1 (appartenance à cette classe). Cette série temporelle a été simulée uniformément
dans l’intervalle de valeurs [0 ; 0.5] sur l’intervalle temporel [0 ; 500] et uniformément dans
l’intervalle de valeurs [0.5 ; 1] sur l’intervalle temporel[501 ; 1000]. Comme attendu, l’opé-
rateur G3Π donne une valeur plus petite (respectivement plus grande) que la moyenne sur
l’intervalle temporel [0 ; 500] (respectivement sur l’intervalle temporel [501 ; 1000]).

Cette inégalité est certainement la plus prometteuse, car elle correspond à une fusion d’in-
formations sur une série temporelle, afin d’avoir un point devue global sur un intervalle de
temps donné. Ainsi, cette inégalité qui peut s’appliquer à des cas discrets, permettra une plus
grande discrimination sur un intervalle temporel donné. Comme on l’a vu, on peut utiliser cette
généralisation d’opérateur sur des phénoménes connus comme par exemple les arrivées de type
poisonnien.
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FIG. 2 – Autre exemple d’utilisation de la propriété duG3Π. Ici il s’agit d’une série temporelle
simulée par un processus stochastique de type brownien dansun intervalle de valeurs de [0 ;
0.5] (respectivement dans un intervalle de valeurs [0.5 ; 1]) sur un intervalle de temps [0 ;500]
(respectivement sur un intervalle de temps [501 ; 1000]). Comme attendu, l’opérateurG3Π
donne une valeur plus petite (respectivement plus grande) que la moyenne sur l’intervalle
temporel [0 ; 500] (respectivement sur l’intervalle temporel [501 ; 1000]). Dans ce cas la
différence entre leG3Π et la moyenne est trés faible.

4.5 Le cas continu

4.5.1 Cas général

SoitΩ = R l’ensemble des réels et soitµ = g.λ une distribution de probabilité surΩ avec
une densitég pour la mesure de Lebesgueλ. Alors l’inégalité (15) peut être écrite comme suit :

e
∫
R log(f(t))g(t)dt

e
∫
R log(f(t))g(t)dt + e

∫
R log(1−f(t))g(t)dt

≤
∫

R
f(t)g(t)dt. (20)

Par exemple siµ est la distribution uniforme sur un intervalle fini[a, b], a < b dansR, alors
l’inégalité (20) donne :

e
1

b−a

∫
b
a
log(f(t))dt

e
1

b−a

∫
b
a
log(f(t))dt + e

1
b−a

∫
b
a
log(1−f(t))dt

≤ 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt (21)

D’autre part, siµ est une distribution exponentielle sur[0,+∞) avec le paramètreθ > 0, on
a :

eθ
∫ +∞
0

log(f(t))e−θtdt

eθ
∫ +∞
0

log(f(t))e−θtdt + eθ
∫ +∞
0

log(1−f(t))e−θtdt
≤ θ

∫ +∞

0

f(t)e−θtdt. (22)

On trouve une inégalité semblable avec une distribution standard comme la distribution de type
normale (µ, σ2) ou une distribution de type exponentielle.

4.5.2 Fonctions positives

Maintenant, on suppose quef > 0. Alors, comme on a0 < f
2(1+f) ≤ 1

2 , l’inégalité (15)
implique ce qui suit.

- 10 -



S. Régis et al.

Soitf : Ω → (0,+∞) une fonction positive mesurable sur un espace de probabilité alors,

e
∫
Ω
log( f

2(1+f)
)dµ

e
∫
Ω
log( f

2(1+f)
)dµ + e

∫
Ω
log( 2+f

2(1+f)
)dµ

≤
∫

Ω

f

2(1 + f)
dµ (23)

De la même façon, dans l’équation ci-dessus,f2(1+f) peut être remplacée parφ(f) ; oùφ

est une fonction mesurable projettantR+ sur l’intervalle(0, 1
2 ].

Ce dernier cas (cas continu) montre l’intérêt de cet opérateur et de l’inégalité sous-jacente
pour la fusion de plages de données d’une série temporelle, quand bien même celle-ci serait le
résultat d’une modélisation mathématique d’un phénomène expérimental.

5 Exemples d’applications

Dans cette partie nous présentons deux exemples d’applications possibles : une pour l’opé-
rateur d’agrégation tripleΠ dans le domaine des bioprocédés (cas fini), l’autre pour sa gé-
néralisation (cas continu) dans le cas d’analyse de donnéesissus de station d’énergie solaire.
Par ces deux exemples, nous cherchons à illustrer les possibilités offertes par ces opérateurs,
l’accent sera donc mis sur les propriétés utilisées plus quesur les résultats expérimentaux.

5.1 Cas fini : classification d’états physiologiques dans un bioprocédé

Les procédés actuels qu’ils soient industriels ou expérimentaux sont aujourd’hui dans leur
grande majorité assistés ou pilotés par des outils logiciels de plus en plus sophistiqués. Ainsi
dans le domaine des bioprocédés (utilisant le plus souvent des micro-organismes), les capteurs
permettent de mesurer en temps réel un grand nombre de variables biochimiques qui repré-
sentent l’activité biochimique du système analysé. Dans lecas que nous présentons (Doncescu
et al., 2007), il s’agit d’un bioprocédé dont l’objectif estla production de biomasse et la fer-
mentation. Les variables biochimiques (toutes mesurées aumême instant et à une fréquence
régulière) sont considérées comme les sources d’informations. A partir de ces sources d’infor-
mation, on cherche à déterminer les différents états physiologiques des micro-organismes. Les
experts en microbiologie s’appuie sur des mesures biologiques complémentaires et réaliséesa
posterioripour définir les différents états (voir figure 3).

Le bioprocédé de type batch que nous étudions est un bioprocédé de fermentation utilisant
les micro-organismes appelésSaccharomyces Cerevisiae. L’expérience dure environ 20 heures
et correspond à 1012 points de mesures pour chacun des 22 paramètres biochimiques analysés
(le début de l’expérience est considéré comme étant égal à t=0h). Trois états physiologiques
principaux sont ici présents :

1. la fermentation (production d’éthanol) : elle va de 0h jusqu’à environs 9h ce qui repré-
sente un total de 590 points mesurés.

2. la diauxie : cet état commence à environ 9h et se termine à 9h46 ce qui représente
environs 33 points de mesure. C’est le plus petit état physiologique parmi les 3 et le plus
difficile à caractériser.
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FIG. 3 – Quelques-uns des paramètres biochimiques. 3 états physiologiques sont présents
dans ce bioprocédé.

3. l’oxydation (production de biomasse) : elle commence à 9h46 et se termine en même
temps que la fin de l’expérience à 20h ce qui représente 389 points.

Le problème est que la classification fournie par les expertsest faite après la fin du bioprocédé
et qu’une analyse en temps réelle et une caractérisation desdifférents états pendant ce procédé
est nécessaire pour optimiser le système. Pour pallier celachaque source est analysée par une
méthode de clustering baptisée LAMDA (Piera-Carreté et Aguilar-Martin, 1991; Doncescu
et al., 2007). LAMDA est une méthode de clustering et de classification basée sur l’utilisation
des sous-ensembles flous qui a fourni des résultats intéressants dans le domaine des biopro-
cédés (Régis et al., 2003). Un état physiologique doit être représenté par une classe ou un
ensemble de classses fournies par LAMDA. Pour chaque variable biochimique (c’est-à-dire
chaque source d’information) et pour chaque classe, LAMDA fournit un degré d’appartenant
pour chaque élément mesuré à un instantt. A chaque instantt et pour chaque classe, on peut
donc fusionner des informations issues des différentes sources, et ce, via un opérateur d’agré-
gation. Cependant l’une des difficultés rencontrées survient au niveau des transitions entre les
classes et par conséquent au niveau des transitions entre les états physiologiques. En effet,
il s’agit de phénomène biologique et la délimitation des frontières entre différents états n’est
pas chose aisée. Même pour des experts en microbiologie, quipourtant restent la référence en
matière de détection et de classification d’états, la délimitation des états physiologique pose
parfois problème (voir figure 4).

Pour résoudre ce problème on se propose d’utiliser le tripleΠ en s’appuyant sur sa propriété
de renforcement total. Ainsi le tripleΠ est l’opérateur d’agrégation choisi pour fusionner les
informations issues de LAMDA et ce pour chaque classe et pourinstantt. Pour diminuer les
incertitudes au niveau des transitions entre états, on va rajouter des informations pertinentes
sous forme de fonction par paliers. Ces fonctions par paliers changent de palier chaque fois
qu’une singularité est détectée sur une variable biochimique (Nakkabi et al., 2002; Régis et al.,
2002). En introduisant ces fonctions par paliers comme nouvelle source d’information en plus
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incertitudes

Etat1

Etat1

Etat 2

Etat 2

Expert 1

Expert 2

FIG. 4 – Deux experts en microbiologie peuvent trouver des transitions légérement différentes
créant ainsi une incertitude. La définition d’une frontièreentre des états physiologiques reste
donc une étape délicate.

des 22 variables biochimiques, et en s’appuyant sur les propriétés de reforcement total du triple
Π (en particulier sur le renforcement positif) on tient compte implicitement des transitions entre
états (voir figure 5).

On pourrait se dire que l’utilisation d’un simple maximum comme opérateur d’agrégation
donnerait les mêmes résultats mais ce n’est pas le cas. En effet, du fait que le tripleΠ soit
totalement renforcé, il permet de faire un tri entre les différents paliers. Seuls les paliers qui
sont en adéquation avec le reste des variables biochimiquessont considérés comme pertinents,
leurs dégrés d’appartenance aux diverses classes influent donc le résultat uniquement dans le
cas où ces paliers vont dans le même sens que les variables biochimiques. Si l’on utilise le
maximum, ces paliers influeront fortement le résultat, qu’ils soient considérés comme biologi-
quement pertinents ou non.
Ainsi, cet exemple permet de voir un des avantages de la fusion via un opérateur comme le
tripleΠ qui améliore la classification au niveau des transitions entre classes.

Nous donnons, par ailleurs, un exemple succinct d’utilisation de la moyenneM3Π toujours
sur les données issues de bioprocédé. De par sa propriété de consensus, la moyenneM3Π
ne peut améliorer les transitions entre les classes. Par contre il a été montré (Doncescu et al.,
2007) qu’elle est plus robuste que le tripleΠ. Ainsi si les données sont bruitées (voir figure 6),
il est préférable d’utiliser la moyenneM3Π ; en effet, la moyenneM3Π continue à donner des
résultats cohérents alors que le tripleΠ ne fournit plus que des résultats abhérants (voir Don-
cescu et al. (2007)).

Ainsi l’utilisation du tripleΠ et de la moyenneM3Π peut fournir une meilleure prise en
main des données multiples en fonction du type, de la qualitédes données et des objectifs de
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Expert 2

Etat 2Etat1

Etat1 Etat 2

Expert 1

fonction par paliers

FIG. 5 – L’introduction de nouvelles informations, à savoir des fonctions par paliers et l’uti-
lisation du tripleΠ permettent de mieux définir les transitions.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

pH  
rO2 
rCO2
Lum 

FIG. 6 – 4 des 22 variables biochimiques sont artificiellement bruités (Rapport Signal
Bruit=40dB). Dans ce cas le tripleΠ fournit une fusion inexploitable tandis que la moyenne
M3Π fournit encore des résultats cohérents (prés de 12,5% de classification correcte,
voir Doncescu et al. (2007)).
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la fusion. Rappelons que la majorité des applications est faite pour la version finie c’est-à-dire
le tripleΠ (Yager, 2002; Nagau et al., 2010; Faurie, 2011).

5.2 Cas continu

Voici un exemple de degré d’appartenance à temps continu.
Dans le domaine de l’énergie solaire, la radiation solaire dite extraterrestrielle ou hors atmo-
sphère ou encore directe (W/m2) est la radiation maximale qui pourrait être reçue directement
du soleil si le ciel était d’une clarté idéale sans nuages. Elle est connue de façon quasi déter-
ministe en tout point précis du globep et à tout instantt, nous la notonsep(t). La radiation
globale mesurée, elle, est aléatoire, car elle dépend des conditions météorologiques et des ob-
jets environnants qui réfléchissent la radiation, nous la notonsgp(t). Le quotientkp(t) =

gp(t)
ep(t)

,
appelé indice de clarté, est un nombre entre 0 et 1 que nous interprétons donc comme un degré
d’appartenance instantané à une classe théorique de clarté.
Le graphique 7 représente une simulation dekp(t) d’après un modèle d’EDS (Equation Diffé-
rentielle Stochastique) en milieu aléatoire. Le milieu estmodélisé par une chaîne de Markov
cachée (Hidden Markov Model), c’est-à-dire dont on n’observe pas directement la dynamique,
représentant les effets de l’environnement (Tran, 2013).

En comparant sur le graphique la moyenne mobile de tripleΠ à un opérateur classique
d’aggrégation temporelle comme par exemple la moyenne mobile KAMA (Kaufman Adapta-
tive Moving Average) définie par Kaufman (Kaufman, 1995), une variante de AMA (Adap-
tative Moving average), on s’aperçoit que sur certains intervalles de temps (entre 0 et 5500
secondes, entre 8500 et 10000 secondes), la moyenne mobile de tripleΠ est plus proche que
KAMA de la courbe dekp. On peut en conclure, que tripleΠ améliore la prédiction sur cer-
tains intervalles, notamment quans le signal observé est bas. Une étude plus spécifique et plus
approfondie serait nécéssaire pour déterminer d’avance les instants et le choix de l’opérateur
d’agrégation de moyenne afin d’avoir la meilleure prédiction. C’est une problématique qui
nous semble nouvelle.

6 Perspectives : applications possibles

Nous avons présenté plus haut une généralisation de l’opérateur 3Π, nomméeG3Π et
nous avons donné certaines propriétés et inégalités. L’exemple suivant est certainement la plus
simple application pour leG3Π. Supposons que l’on ait une série temporelle représentant un
phénoméne quelconque, et supposons que l’on ait deux classes possibles pour chaque élément
de la série : la classe numéro 1 représente l’état "danger" etla classe numéro 2 représente l’état
"sans danger". On suppose que la figure 8 représente le degré d’appartenance pour la classe
numéro 1 (sur un intervalle de temps donné) des éléments de lasérie temporelle. Comme les
degrés d’appartenance à la classe 1 sont supérieurs à0.5 sur l’intervalle de temps [26 ;50] ; il
y a danger dans cet intervalle. L’utilisation duG3Π va renforcer le résultat "danger" compa-
rativement à une moyenne classique (voir aussi les exemplesdes figures 1 et 2). Cet exemple
permet d’effleurer certaines des potentialités duG3Π. En particulier, son utilisation dans le
domaine de la biclassification est une voie à explorer.

Cependant, les applications potentielles pour cette généralisation restent à découvrir. Nous
donnons deux options possibles pour l’utilisation de la généralisation de 3Π, en fonction de
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FIG. 7 – Courbe simulée dekp suivant un modèle d’EDS en milieu aléatoire et moyennes
mobiles KAMA etG3Π
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FIG. 8 – Courbe des degrés d’appartenance à la classe 1 (classe "danger") pour les éléments
de la série temporelle sur un petit intervalle de temps [1 ; 50]. Les valeurs sont comprises
entre 0 (non appartenance à la classe "danger") et 1 (appartenance à la classe "danger"). Sur
l’intervalle [1 ; 25] les degrés d’appartenance ont des valeurs faibles (inférieures à0.5). Ce-
pendant sur l’intervalle [26 ;50], les degrés d’appartenance ont des valeurs supérieures à0.5
montrant une appartenance forte à la classe "danger". Sur cet intervalle [26 ;50], l’utilisation
du G3Π va renforcer l’appartenance à la classe "danger", comparativement à la moyenne
géométrique par exemple.
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l’objectif prioritaire que l’on a. Si l’analyse local des signaux est primordiale, alors l’approche
suivante (illustrée par la figure 9) peut être appliquée :

1. pour chaque élément de temps mesuré et pour chaque variable, on calcule le 3Π : le
résultat est un signal (à partir de l’agrégation des différentes variables à un instant donné)
défini pour chaque instant donné (étape 1).

2. la valeur de la généralisation du 3Π, c’est-à-dire leG3Π est alors calculé à partir de ce
signal "résultat" (étape 2).

Si l’analyse global d’un signal est primordiale alors la méthode suivante peut être appliquée
(voir figure 10) :

1. Pour chaque variable, on calcule la généralisation, leG3Π : le résultat est une seule
valeur par variable. (étape 1).

2. agréger toutes les valeurs avec le 3Π (étape 2)

Le choix d’une approche parmi les deux applications dépend de l’application et de son cadre.
Quelque soit la méthode choisie, les deux approches sont configurées pour agréger des séries
temporelles. Evidemment, pour des applications expérimentales, le cas discret semble être le
plus adapté ; cependant le choix adéquate et l’utlisation d’une fonctiong (voir équation 20)
permettrait également l’utilisation du cas continu pour des applications expérimentales. Une
fonction de pondération serait l’option la plus naturelle et semble être la perspective la plus
évidente à creuser. Quoiqu’il en soit de nombreuses applications semblent possibles : analyse
médicale de signaux physiologiques, analyse fonctionnelle, etc. Les perspectives d’applica-
tions duG3Π sont donc prometeuses, même s’il est vrai qu’à l’heure actuelle, les tests et les
études en sont à leurs balbutiements. Comme on l’a déjà indiqué, des problématiques issues
de la bi-classification ou du bi-clustering utilisant des séries temporelles pourraient donner des
résultats probants via l’utilisation duG3Π. A moyen terme, une comparaison avec d’autres
opérateurs d’agrégation (totalement renforcés ou non) permettra de mieux positionner leG3Π.
Quoiqu’il en soit les perspectives semblent donc variées etintéressantes.

7 Conclusion

Nous avons proposé, à travers un exemple d’opérateur particulier (le tripleΠ), d’illustrer
quelques-unes des potentialités des opérateurs d’agrégation dans le domaine des données mul-
tiples. Nous avons donc présenté un opérateur d’agrégationtotalement renforcé, le3Π ainsi que
quelques-unes de ces variantes : leM3Πmoyenne issue de cet opérateur, et la généralisation de
l’opérateur3Π appeléeG3Π. Le tripleΠ et la moyenneM3Π peuvent être utilisés sur des don-
nées multiples qu’il faut agréger ponctuellement. La généralisationG3Π permet notamment
d’agréger des informations à partir d’une série temporellesur un intervalle temporel donné.
Agréger des informations d’une série temporelle sur un intervalle donné, permettra d’avoir
une vision plus globale plutôt que d’avoir une vision localedu problème. Cette généralisation
permettra le management d’un plus grand volume de données. Une meilleure compréhension,
et donc, une meilleure prise de décision pourrait résulter de l’utilisation de la généralisation
G3Π. Quoiqu’il en soit l’utilisation d’opérateur d’agrégation, et en particulier le tripleΠ et ses
variantes présentées dans cet article, peuvent permettre de bien synthétiser l’information issue
de données multiples et faciliter la compréhension et l’interprétation de données de plus en

- 17 -



Opérateurs d’agrégation et données multiples

FIG. 9 – Cette approche favorise l’analyse locale : d’abord on applique le 3Π, puis la géné-
ralisation du 3Π, leG3Π.
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FIG. 10 – Cette approche favorise l’analyse globale : premièrement on applique le G3Π puis
le 3Π.
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plus complexes et volumineuses. Cet article ne présente quepartièlement les potentialités du
3Π et duG3Π, et de nombreuses applications sont encore à trouver pour mettre en évidence
les atouts de ces opérateurs d’agrégation.
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Summary

This article deals with the aggregation operators from fuzzy logic. Particularly, an example
of aggregation operator the 3Π, and others operators derived from it, are presented. TripleΠ
presents somes interested potentialities for the multipledata fusion. Somes applications are
also presented. More generally, threw this instance of 3Π, the aim is to show the possibilities
providen by the aggregation operator in the field of multipleand massive data mining.
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