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Résumé. La pri; topologie est un modi 3le mathi; 2matique diy, évelopp'l'(,l
par affaiblissement d’une ax1omat1que de la topologie. Elle a d’abord 162t14,2
utilisi; 2 5€ dans les sciences i;, 2conomlques sociales, physiques et biologiques,
puis dans la reconnaissance de formes et 1’analyse d’images. Elle permet de
travailler dans un cadre mathl’g)%matique aux propril’&%tl’é%s faibles, et la non
idempotence de 170pi;, % rateur d?adhiy, érence permet d’imph'(, %menter des algo-
rithmes iti;, 2ratlfs Il propose un formalisme giy L ni;, 2rahsant les concepts de la
thig sorie des graphes et modlb 2hse les probh(, 5mes de manii;, 2re universelle.
Dans cet article, nous 1()2tendr0ns ce modlbzle pour analyser des donnlbges
complexes avec la dimension temporelle. Nous d162ﬁnlssons la notion d’es-
pace pri;, 2topologlque temporel Nous donnons un exemple basy; sur une re-
lation binaire atppellc2 prlbztopologle temporelle des descendants d’ordre p.
Nous prleSentons deux notions de sous-structures temporelles : k-stable et
fermlbi 16211(,2menta1re temporel. Nous proposons des algorithmes pour ex-
traire ces sous-structures. Nous expi;, 2r1ment0ns notre proposition sur 4 jeux de
donn’i(}%es ri'(;%elles.

1 Introduction

L’analyse structurelle est I’un des domaines qui a permis 1’analyse des ri'(;%seaux sociaux,
I’IL%conomI(‘,%trie sectorielle, etc (Largeron et Bonnevay, 2002). Les interactions entre les
individus (sommets) sont importantes i;3 i;itudier, elles sont de diffi; srentes natures et
concernent des d'f(;%pendances, des influences ou d’autres relations.

Des scientifiques comme (Auray et al., 1979; Duru, 1980; Emptoz, 1983) ont di’céveloppi‘cé

le concept d’espace prletopologlque par affaiblissement d’une axiomatique de la topolo-

gie. Cela a permis d’1i;, 2tudler les structures topologiques faibles, en particulier les structures

discriy, %tes et finies, '1'1)% I’aide de modi, %les construits pas '1'1)% pas (phi;, %nomi[) %nes de propa-

gation) tels que la diffusion d’informations dans des ri&%seaux complexes. Contrairement '1'[)%

la topologie, la pri;, 3 topologie est diy, 3 finie par une fonction appeli; 3 adhi; 5 rence (pseudo-
fermeture) qui n’est pas nij = cessairement idempotente.

Lapri;5 L topologie a trouvi = 5 Ses premii; 5 L res applications dans les sciences sociales et 1’7y sconomiy, 5 Ltrie
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(Auray et al., 1979; Duru, 1980), les rl'()%seaux sociaux (Levorato, 2011; Basileu et al., 2012;
Dalud-Vincent et al., 2001), la reconnaissance de formes (Emptoz, 1983), I’analyse d’images
(Lamure, 1987; Arnaud et al., 1986; Selmaoui et al., 1993), entre autres. Ces derni'r'()%res
anni};%es, les chercheurs ont repris les bases de la pri@%topologie pour I’appliquer dans de
nombreux domaines tels que l’apprentissage machine (Le et al., 2007) ou I’exploration de
textes (Cleu21ou etal., 201 1) Elle a montriy 1 5 son intig L S1ig 5 1t pour la construction de rnodlb lles
mathi; Smatiques adaptiy 58 aux structures d’ensembles d’ij 5 lrig 1 sments afin de ri; 5 Laliser des
analyses structurelles de donniy 5es, d’extraire des tendances (clustering) ou de priy, 2drre des
i; 3 vi; snements (classiﬁcation supervisi; z¢). Elle propose un formalisme qui giz 3ni; ralise
les concepts de la thi; 1 2or1e des graphes (Dalud-Vincent et al., 2001).

La pri; 5 L topologie ayant i 11, 5 tlb 5 principalement utilisig 2 € pour les donni; 5€s statiques, notre
contr1but10n consiste 162 r 1()2tendre iy5 1 Tanalyse des donnrmes spatio-temporelles. Nous
i¢5 L tablissons un nouveau formalisme du concept de pri;, %topolo gie temporelle afin de construire
un cadre thiy, éorique de Iy, évolution temporelle et structurelle. Nous donnons quelques exemples
d’ig, 2volutlon i L 5 partlr de la fonction d’adhl() 2rence (pseudo-fermeture) temporelle Nous
proposons une premii;, 5 lreigl 5 L tude appliquiy 1 s€iis Lyl 5 Volutlon des donniy Sesi 3 L conomiques
intersectorielles en formalisant cette dynamique par une si;, 5 1 quence d’espaces pri;, = stopologiques.
Dans la section 2, nous rappellerons les di; % finitions de base du modi’é%le prl'g)%topologique,
la section 3 prl'(',%sente les premil’g,%res di; 5 finitions et formalismes du nouveau concept des
espaces prl'cétopologiques temporels. La section 3.1 pri'césente le processus de construc-
tion d’un espace pr1¢,2topolog1que Dans la section 4, nous donnons deux exemples d’ana-
lyse de sous- structure prroésentant les 162volut10ns dans le temps. Dans la section 5, nous
prig 5 Lsentons les rij = 3 Lsultats de notre modi;, 2le apphqulbé sur 4 jeux de donniy 1 5€s 1i;, 2elles
avec deux ensembles de donn’r’g)%es I&%conomiques. La section 6 pri’é%sente la conclusion et
les perspectives.

2 Di’z,%ﬁnitions de bases et formalisme

Notre approche consiste Ib% inti;, %grer une dimension temporelle dans un espace pri;, ;topologique.
Afin de mieux pri 5 Lsenter notre approche nous rappelons briig svement les dig 5 L finitions et les
concepts de base d’un modlazle priy, 2topologlque. Pour plus de d162ta11s, le lecteur peut se
rig, 5 Lfig L Srer i L 2 (Belmandt, 1993; Bui, 2018).

Cons1d162rons un ensemble de population non vide (1nd1v1dus objets, etc.) E sur lequel
nous d1¢,2ﬁnlssons un processus d’extension a assocnb2 lcé un processus dual i. P(E) est
I’ensemble des parties de E. Un tel espace est appeli[)% espace pri'(;%topologique dl'é%crit par
le triplet (E,4,a) oi; 3 a et i sont des opi rateurs c-dual appeli; is adhiy 3 rence (c’est-ij 3-
dire le processus d’extension) et intiy; %rieur (processus dual), respectivement.

Di; Jfinition 2.1 (Espace priy, 3 topologique et adhi; irence) (E,a, i) est un espace pri; 3 topologique
si et seulement si i et a sont des opiy %rateurs c-duaux de P(E ) dans P(E) :

— YA € P(A), i(A) = (a(A%))¢ oij 5 A° est le compli; zmentaire de A

—a(@) =0

— VAeP(A), ACa(A)

L’adhi; 1 srence (pseudo-fermeture) a n’est pas nl(, 2cessalrement idempotente comme pour un
espace topologique (a(a(A)) # a(A)), ¢’est-i; 1 -dire nous avons : A C a(A) C ala(A)] C
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Cette proprii(}%ti()% de non-idempotence permet de construire des opi()%rateurs itié%ratifs et
donc des algorithmes iti’é%ratifs. Les opiéérateurs I[J%tant duaux, souvent on ne dl'(;%ﬁnit que
I’adhi;, S rence a.

D'l';,%ﬁnition 2.2 (Sous-ensemble ferm'l'z,%) A € P(FE) est un sous-ensemble ferm'z'g% de E
si et seulement si a(A) = A.

Di; 3 finition 2.3 (Fermeture) A € P(E), la fermeture de A dans (E,a) est le plus petit
sous-ensemble fermi; 1 noti; 1 F(A) tel que A C F(A), et 3p > 1 tel que F(A) = aP™'(A) =
aP(A).

Di; 2 finition 2.4 (Sous-ensemble fermi;, } i; 11i; i mentaire) Vz € E, un sous-ensemble fermi; 3
i; 11i; Smentaire de x noti; 3 F () est le fermiy 1 de {x}, i.e. Ip > 1, tel que F (z) = a?*1({z}) =

av ({z}).

Soitz € E et A est un sous-ensemble de E. a({x}) repri; 3 sente 1’ensemble des i; 11i; 2 ments
lil'g,%s ig)% x. Dans ce cas a(A) exprimera ’ensemble des i@%li@%ments en relation avec les
l'é%ll'é%ments de A. L’exemple simple qui est souvent utilisl’é% est la relation de voisinage.
Cela permet de donner un sens aux i, l1'1'1)%ments voisins de x et d’l’é%tendre cette relation de
voisinage '1'(;% A. Cette notion g'l'(;%n'l'(, sralise la notion de voisinage que I’on retrouve dans un
espace topologique mais qui est affaiblie dans un espace pr'f@%topologique. Inversement, '1‘(,%
partir d’une relation de voisinage ou en gl’g,%ni[,%ral d’une relation binaire di&%ﬁnie sur E, on

peut construire un espace priy, %topologique.

2.1 Types d’espaces pretopologiques

En fonction de la d'i‘;%ﬁnition de la pseudo-fermeture, I’espace prl'(;%topologique peut
vig irifier certaines propriiy, 3ti; 5 inti; sressantes qui le qualifient d’un type particulier. Dans
cette section, nous pri'tgésenterons les difﬁ'@%rents types d’espaces pri't;%topologiques qui ont
ig 3ti¢ 3 dig 2finis (Auray et al., 1979; Belmandt, 1993).

Di; 2finition 2.5 (Espace pri; 3 topologique de type V) Un espace de pri; Stopologie (E, a)
est appeli'g% espace pri; %topologique de type V si et seulement si

VA,B € P(E),(A C B) = (a(A) C a(B)) @)
Soit (E, a) un espace prl'g)%topologique de type V, nous avons les propriié%ti()%s suivantes.
Proposition 2.6 VF, F5 sous-ensemble fermi'g% dans E alors Fy U Fy est fermiy %
Proposition 2.7 Vz,y € E, x # vy, deux cas possibles :
— F(z)nF(y) =0
— Vz € F(z)N F(y) alors F(z) C F(x) N F(y)

Di; 2 finition 2.8 (Espace pri; 1 topologique de type V) Un espace de pri; 2 topologie (E, a)
est appeli’g% espace pri; %topologique de type Vp si et seulement si :

VA, B € P(E),(AUB) = a(A) U a(B) @)
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1l est trig £s simple de montrer que si a(A U B) = a(A) U a(B) alors (A C B) => (a(A4) C
a(B)).

Proposition 2.9 Tout espace pri; %toplogique de Vp est un espace pri; %topologique de type
V.

Ce dernier type d’espace pri;, %topologique permet de calculer la pseudo-fermeture d’un sous-
ensemble fini A '1'[,% partir de la pseudo-fermeture de ces i, %1‘1’& %ments, c’est—l'[,%-dire :

VA € E,a(A) = Ugcaa({z}) 3)

. S | i w1 U U e | .
La notion dle contlnpltlci connue de la topologie a i;5galement i;5ti; 5 di;5finie dans un
espace prij, 3 topologique.

D'l';,%ﬁnition 2.10 (Continuit'l'(',%) soient (E, ag) et (F,ar) deux espaces pri; %lopologiques.
Soit h une application de (E,ag) vers (F,ar). h est dite (m,n) continue sur E si et seulement
Si:

VA € P(A), h(aE (A)) C ak(h(A)) )

Sim =mn =1, on dit que h est continue sur E.

1

2.2 Construction d’une pri;;

topologie '1';,% partir d’une relation binaire

Soit %% une relation binaire diz 1 finie sur E. On note R(z) = {y € E/zRy}, et on di; 3 finit
Ro(z) = {z}, R'(z) = R(z) et Vp > 1, RP(z) = R[RP~!(x)]. De la mi; $me manii; Sre,
onnote R~ 1(x) = {y € E/yRa} etVp > 1, R7P(x) = R[NP (x)]. Nous avons donc,
VA C E, R(A) = UzeaR(x). ig5 partir de la relation binaire R nous pouvons diy, 3 finir
trois espaces prié%topologiques (Emptoz, 1983; Belmandt, 1993). On distingue 3 exemples
d’espaces pr'l'l;%topologiques :

Pr'l';,%topologie des ascendants d’ordre p Di'(;%signe la structure pri‘@%topologique sur
avec la pseudo-fermeture ad? di't;%ﬁnie comme suit :

VACE, ad?(A) ={zx € E/3i,0 <i<p,R"(x)NA#D} )

Pri;, S topologie des descendants d’ordre q  Di; Ssigne la structure pri 3 topologique sur E
avec la pseudo-fermeture ad? di@%ﬁnie comme suit :

VA€ E, adl(A) ={r € F/35,0<i < q¢,R(z)NA#0} (6)

Pri;, %topologie des ascendants-descendants d’ordre (p,q) D'fl;%signe la structure pri‘g,%topologique
sur E' avec la pseudo-fermeture adP? dI(,%ﬁnie comme suit :VA € E,

ad’(A) = {z € £/3(i,j),0 <i < p,0 < j < ¢, R (x)NA # D and R (x)NA # 0} (7)

Proposition 2.11 Les espaces pri; %topologiques des ascendants d’ordre p, des descendants
d’ordre q et des ascendants-descendants d’ordre (p, q) sont des espaces de type Vp.
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3 Mod’i;,%le pr'l';,%topologique temporel : nouveau concept

La fonction de continuiti; 1 permet d’i;, 1 tablir un transport des structures pri;, 1 topologiques
d’un ensemble E vers un ensemble F'. Ce transport peut TL%tre di@%ﬁni pour Tl;%tudier des
sous-ensembles de structures IL%voluant dans le temps.

Dans cette section, nous introduirons une nouvelle notion d’espace priy, %topologique tem-
porel pour i, %tudier des sous-structures et la relation entre les ij, %li’(} %ments de ses sous-
structures qui Il;%voluent dans une dimension temporelle 7' = {1, ...,n}. Cette notion nous
permettra d’i;, 5 tablir un formalisme gi;, 3 ni;, 2 rique. Nous pri;, 3 senterons un exemple de pri;, 3 topologie
temporelle construite '1'(,% partir d’une relation binaire. Nous donnerons deux exemples intij, %ressants
de sous-structures i; 3 voluant dans le temps. L’ensemble E d’i; 31i; 3 ments reste le mi; $me
mais la pseudo-fermeture a; peut i;, %voluer. Ce formalisme est basiy L sur la d'i()%ﬁnition d’une
fonction temporelle f; qui doit respecter la contrainte de continuitiy 5 entre les espaces (E, a;)
et (E y A4 1 ) .

D'l';,%ﬁnition 3.1 (Fonction temporelle) f; est une fonction temporelle entre les estampilles
temporelles t et t + 1 diy %ﬁnie sur P(E) si f; respecte la condition de continuiﬁ'g% entre

(E,at) et (E,ai41). i.e. VA € P(A), fi v'z'g%riﬁe fi(ai(A)) C arr1(fe(A)).

Di; 3 finition 3.2 (Espace Pri; ; topologique temporel) Un espace pri;  topologique tempo-
rel dans une estampille temporelle T = {1, ... ,n} est une siy; %quence d’espaces pri; %topolagiques
< (E1,a1), ...,(E,,a,) > avec une fonction temporelle f; entre Ey et Ey 1.

3.1 Construction d’une pr'l';,%topologie temporelle

Soit G un espace pri;, 3 topologique temporel (¢’ est-i; 3 -dire une si; 3 quence de pri;, 3 topologies)
G ={G1,Gs,...,Gy} 0iy5 G; = (E, a;). Nous pouvons alors construire une pri; 3 topologie
temporelle des descendants d’ordre p ‘1'[,% partir d’une si‘(;%quence de prl’@%topologies (E,a;),
Vie{l,.,n}.

D'l';,%ﬁnition 3.3 (Fonction temporelle des descendants) Nous appelons fonction temporelle
des descendants R; di; %ﬁnie par:

Ve € E, ®e({z}) ={y € E/y € a41(x)} 8)

On dig isigne par R (z) = {a}, R (z) = Ry(z), et Vp > 1, R (z) = R¢[RY" (2)]. Nous
gi; 2ni; 1ralisons cette fonction i3 : VA C E, R (A) = UgeaRi(z).

D'l';,%ﬁnition 3.4 L’espace pri; %topologique temporel des descendants d’ordre p est (E, ad)
dont la pseudo-fermeture est di; % finie par :

VA€ E, adl(A) ={x € E/3i,0 <i < p,Ri(x) N A #£ 0} )
ad? est appeli; % pseudo-fermeture temporelle des descendants d’ordre p.

La figure 1 prl’&%sente un exemple d’espace prl't;%topologique temporel G; = (E,a1), Go =
(E,az2), Gs = (E,a3) 0'1'@% E ={1,2,3,4,5,6,7}. Dans cette figure, les individus sont les
noeuds, un arc u — v veut dire que v € ad({u}). La table 1 fournit la fonction temporelle
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5 e

FIG. 1 — Exemple de pri; %topologie temporelle

TAB. 1 — Fonction temporelle R entre t et t + 1

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R, (z) {1} {1,2y  {3,4} {4y {5 {5673 {7} {8,6,9} {9}
Riga(x) {1,283y {12} {1,3,4} {34y {5} {567y {7} {869} {9}

R(2) Ri(R(2))

o

*&\%ﬂ

Rd6 R(R{6))

FI1G. 2 — Pseudo-fermeture temporelle des descendants d’ordre p = 1,2

des descendants R; et N1 entre ¢, ¢ + 1 et ¢ + 1, ¢ + 2. La figure 2 montre I’application
successive de i, sur F entre ¢, ¢+ 1 et t 4 2 pour les i@%li@%ments 2 et 6. Le but de la fonction
temporelle est de permettre '1'@% la pseudo-fermeture de s’1;, %tendre temporellement jusqu’i'(;%

sa fermeture tout en gardant les proprii’g,%ti’[,%s de la structure pri'@%topologique.

4 D'i",%ﬁnition de nouvelles sous-structures 'i(',%voluant dans
le temps
Dans certains domaines d’application, comme en i(;%conomie, il est int'f&%ressant d’analy-

ser les di, %pendances intersectorielles comme les influences sectorielles qui i(;%voluent dans le
temps ou qui restent stables pendant une pi;, %riode. Cela permet aux i;, %conomistes d’i;, %tablir
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des prl'[,%dictions de di’g%pendances de secteurs i[,%conomiques stables ou changeantes.
Dans cette partie, nous allons dié%ﬁnir deux nouvelles notions de sous-structures temporelles :

1. Si;, %quence d’un sous-ensemble fermiy, 2 51 2114, 5Mmentaire qui montre 1’1, 5 Lvolution de
I’influence d’un T(‘,%li'(;%ment particulier sur ses descendants d’ordre p.

2. Sous-ensemble de descendants d’ordre p d’un i;, %1‘1’@ %ment qui est stable sur une pij, %riode
de temps fixe k£ que nous appelerons sous-structure k-stable.

Dans cette section, (E, adl) est I’espace prié%topologique temporel des descendants d’ordre
poig3te€T ={1,...,n}.

4.1 i;3volution d’une sous-structure fermiy } iz 3li; s mentaire

Dans le cadre de I’analyse structurelle, des sous-ensembles fermiy, 2 5$ ont souvent i;,5 Ltig L
162tud11(,2s dans un espace ayant une structure anQtopologlque De plus, ils ont i 5tig 5
utilisiy, ; s pour construire des clusters ou des modiy, 2les de classification supervisiy, ée. Nous
allons i[)%tendre la d'i(;%ﬁnition de ferml'g)% temporel attach'l'g,% ig)% un i'(;%li'(;%ment de ’en-
semble 'ié%tudil‘g)% et nous donnerons un algorithme pour rechercher ces sous-ensembles.

Di;, ;ﬁmtlon 4.1 (gt 5 volution temporelle d’une sous-structure fermi 1 seis lrjg L >mentaire)
Vo € E,

nous diy; % finissons 1t} %volution temporelle d’une sous-structure fermi; % iy %li’g %mentaire de
x comme une sij :quence de la sous-structure ferm'lg% iy %l'l'g %mentaire de x iy %voluant dans
le temps, c’est-i; 5-dire (F1(x), ..., F; (x)).

F; est construit iti&%rativement I[J% chaque temps ¢ en appliquant une pseudo-fermeture tem-
porelle. La figure 3 montre la construction d’une sl'(‘,%quence d’un sous-ensemble fermi[,%
i 31i; s mentaire de « = 8 par I’algorithme 1.

é’if.?—“"

"6) 7

oot

FI1G. 3 — Exemple de si; %quence de fermiy; %s i %ll’g %mentaires temporels de v = 8

4.2 Sous-structure k-stable

Une sous-structure k-stable peut ié%tre construite successivement '1’(;% partir de la sous-
structure 2-stable.
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Algorithm 1 Sous-ensemble fermi'g)% Iz)%li&%mentaire temporelle

Input :
-{(E,ay,),(E,a,),...,(E,a,)} si;quence de n espaces pri;, 3topologiques
- x an element
1: GP =[]
2:1=0
3: for chaque espace pri(‘,%topologique do
4: if premier espace then
5: Closure = R} (z) Nay ()
6: else
7: for j:1top-1 do _
8: Closure = %7 (x) N aj (x)
9: end for
10: end if
11: i=i+l
12: end for

13: return GP

D'l';,%ﬁnition 4.2 (Sous-structure 2-stable) On dit que A C E est une sous-structure 2-stable
entre deux temps t et t + 1 si et seulement si 3B C E, tel que A = ad,(B) = f(B)

D'l';,%ﬁnition 4.3 (Sous-structure k-stable) Soitk > 1, A C FE est k-stable si At € T, tel que,
A est 2-stable entretett +1,t+1lett+2, ...t +k—1ett+ k.

D'l';,%ﬁnition 4.4 (Sous-structure maximale k-stable) Soit k > 1, A C FE est maximal k-
stable si et seulement si AB C E sous-structure k-stable tel que A C B.

Ces sous-structures peuvent 'i(',%tre construites de manil'(',%re it'fg)%rative par pseudo-fermeture
etintersections successives d’un i; 11i; 2mentx € E. La figure 2 montre 2 exemples {1, 2} and {5,6, 7}
de sous-structures 3-stables; et {5,6, 7, 8,9} est une structure maximale 2-stable.

5 Risultats expi;srimentaux

Les expi[)%rimentations ont Ig)%tig)% menig)%es sur plusieurs ensembles de donnig)%es 12
jeux de donnl’g)%es provenant de la plate-forme d’analyse du ri&%seau de Stanford ' (SNAP) et
2 jeux de donni, %es rig, %elles traitant de I’'influence intersectorielle en T(,%conomie de Nouvelle
Cali‘g,%donie (jeu de donni‘g,%es 1) et de France (jeu de donni‘g,%es 2). Le tableau 2 donne une

briy, %ve description des ensembles de donniy, %es.

COLLEGEMSG ? jeu de donni;, %es constitui’[)% de messages priviy, % S envoyiy, % S sur un ri, % seau
social en ligne de l’universitl'g,% de Californie. Un arc v — v signifie que I'utilisateur u a
envoyi; 3 un message privig 3 i;,3 I’ utilisateur v.

1. https ://snap.stanford.edu/snap/
2. https ://snap.stanford.edu/data/CollegeMsg.html
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Algorithm 2 Sous-structure temporelle k-stable

Input :
-{(E,ay,),(E,a,),...,(E,a,)} si;2quence de n espaces pri;, 3topologiques
-z un 'il;%lig,%ment
1. GP =[]
2:1=0
3: for chaque espace pretopologique V do
4: if premier espace then
5: GP(i)= R} (x) N af, (x)// recherche de sous-ensembles 2-stables entre F,ay; et
E, ait1
6 else
7: GP(i)=Find 2-stable subset between G”(i — 1) and E, ay,
8: end if
9: 1=i+1
10: end for

11: return GP

TAB. 2 — Description des Donni; %es

Nb instances Temporalit'l';,% Nb estampilles

Donni; Les i;iconomique 1 204 anni; le 17
Donniy ses i;, 5 conomique 2 1139 anniy e 67
College message 1899 mois 9
Email-UE 986 jours 12
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EMAIL-EU? est un ensemble de courriers i'(;%lectroniques entre les membres d’une institu-
tion de recherche europi()%enne. Un arc (u — v) signifie que la personne u a envoyi'g,% un
courriel '1'[)% .

La figure 4 montre I’IL%VOIution temporelle '1'(,% partir d’un individu pour les deux ensembles
de donni'g,%es. L’algorithme met en TL%vidence l’i'l;%volution des interactions entre un groupe
de personnes. Nous pouvons voir que la personne 3 de I’ensemble de donni‘g,%es COLLE-
GEMSG interagit indirectement avec la personne 155 et plus directement dans les temps
d’apri’[)%s. De ml'(;%me pour I’individu 194 avec I’individu 311 de I’ensemble de donnl’é%es
EMAIL-EU.

MessagecCollege dataset Email-UE dataset
Temporal evolution of closed-subset from node 3 Temporal evolution of closed-subset from node 194
April 2013 May 2013 Bays Days

FI1G. 4 — Exemples de fermi; %s iy %ll’g %mentaires temporels

Ri; S sultats de activiti; 1 i conomique L activiti; § iz, 3conomique d’un pays est schi;, 2 matisi;, e
ar diffi; Lrents flux moni; Ltaires qui se rigLalisent sur une pi;Sriode annuelle. Les pays
632 62 63 632
europi(}%ens, afin de repriy 1 senter I’IL%tat de leurs comptes nationaux, utilisent des tableaux
entri’g%es-sorties (I-O) priy, 5 sentant ces flux monl’g)%taires. L’analyse des entri&%es-sorties {I-
O) est utilisiz e pour modiy 3 liser I'interdi; 3 pendance sectorielle. Les entri; ses et les sorties
sont les produits consommi};%s et vendus, en valeur moni’g,%taire, par secteurs. Une industrie
utilise fr‘fl;%quemment des intrants qui sont produits par d’autres industries. De mi't;%me, les
produits de cette industrie peuvent servir d’"intrants" '1'[,% d’autres industries de I’Ii,%conomie.
Un exemple particulii; 1 rement simple, donni; 1 par (Leontief, 1986), explique comment construire
62 62
un tableau I/O.
1 . U PR NPT TR | cel 1 . .1 .
La %)rl(, §topologle ai; §t1(,.§ utilisi; € pour la premiiy 5 re fois en i;, 5 conomie pour analyser
les di 5 pendances intersectorielles (Auray et al., 1979; Belmandt, 1993). L’analyse structurelle
U Dol T EIE TR RN (ST s 1 . 1 .
a i 3tig 5 1ij zalisi; 5e i;5 1’aide du tableau d’entri; es-sorties T'(n,n). Un problij 5 me im-
portant en i; 5conomie est de mesurer les impacts de la variation de la production d’un secteur
k directement sur d’autres secteurs, ou indirectement. La priy, %topologie des descendants a per-
: w17 . , o1 PR R |
mis fielmodlbihser ces liens que I’on peut repriy, 5 senter par un graphe orienti; 5 oi; 3 les arcs
repri;, 5 sentent I'influence d’un secteur sur un autre (cf. figure 5). L'influence est retenue si les
di; L penses intermiy 2 diaires d’un secteur sur un autre est supiy 1 rieure i; 2 un seuil donni; 2.
] 63 62 62 62
L'ig itude a iy 1tig L rig Lalisi; 2e sur les Donniy Les i; L conomiques I associiy i aux annijles
) 625632 162 63 62 Y3 62 62

1999 '1'[)% 2015 et sur les Donniy %es iy %conomiques 2 de 1949 '1'()% 2016.

3. https ://snap.stanford.edu/data/email-Eu-core.html
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Le tableau T'(n, n) d"ft;%li'[,%ments Tk repri'[,%sente le montant des ventes de produits du
secteur j au secteur k en valeur monl’z)%taire. A partir de T, on construit le tableau A(n,n) de
terme gi[}%nl’g,%rale aji = ‘?g—: avec X = X7,z la somme des ventes d’un secteur k sur
I’ensemble des secteurs. Dans ce travail, nous utiliserons I’influence dite directe dont le seuil

” ol T jajk .
d’influence s sera dig, 5 fini par secteur avec sy = —'= —— la valeur moyenne des influences que
chaque secteur subit de la part des autres secteurs. Ainsi '1'[,% partir de la matrice A(n,n), un
seuil par secteur est cri&%i’z)% et permet de di‘g,%ﬁnir la valeur au-dell'[,% de laquelle le secteur
J succi'g)%de au secteur k si a;i > sy ; cela signifie que j est inﬂuenci()% par k (cf. figure 5).
Diffi; L rents seuils d’influence ont '1'()%&'")% testl'()%s, par manque de place, nous prl'g)%senterons

les riy, 5 sultats interprig, %tl’g,%s par un expert pour ce seuil moyen.

1 2 3 4 1 2 3 a
1 800,71 4189,92 | 23333,34 | 194,46 1 0,222 | 0,490 | 0,835 | 0,003
2 1482,37 | 2000,86 | 100,69 129,94 2 0,382 | 0,168 | 0,06 | 0,008
3 47,66 55,09 4000,65 | 42333,91 > 3 0,012 | 0,005 | 0226 | 2,693 >
4 1268,00 2301,97 500,70 14969,40 4 0,327 0,193 0,028 0,952
SUM | 3598,732 | 8547,842 |27935,383 | 57627,701 MEAN | 0,236 | 0,214 | 0,274 | 0,914

FIG. 5 — Exemple de tableat T, A et sa priy %topologie des descendants

Selon nos experts i;, 3 conomistes, la mi, 3 thode proposi; 3¢ permet de mettre en i; 3 vidence
I’i 4 volution des donniy s i;, 3conomiques 1 marqui;, 3 e par le di; 3 veloppement d’une indus-
trie de transformation locale au cours des deux dernii; res di’é%cennies. La figure 6 montre
des exemples de sous-structures k-stables maximales i; 5 partir de 3 secteurs diffi&%rents. Le
secteur 2 (Industries agro-alimentaires) a une influence sur les secteurs 11 (Services rendus
principalement aux m'1'g)%nages),12 (administration), 10 (Services rendus principalement aux
entreprises) et 4 (Industries diverses) de 1999 '1'(;% 2015. 11 y a une influence stable de certains
secteurs sur d’autres. On remarque '1'(,% galement que le secteur 4 est inﬂuencig,% indirecte-

ment par les 3 secteurs de I’exemple de la figure 6. La figure 7 montre, ig)% partir du jeu de

State 1 : K- stable subset from 1999 to 2015
K- stable from 12 K- stable from 5 K- stable from 8

g

FIG. 6 — Exemples de k-stable maximaux

donnl’&%es I[}%conomiques 2, l’i()%volution structurelle des interdl’()%pendances. A partir du
secteur 2, nous obtenons, des secteurs inﬂuencl’é%s directement par ce dernier ou indirecte-
ment. La structure i'l;%volue, les influences changent dans le temps. Cette sous-structure met
en iy, %vidence le changement d’impact direct ou indirect du secteur 2 sur le secteur 9.
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State 2 : Temporal evolution of elementary closed-subset from node 2
1949 1950 1951 1954

FIG. 7 — Exemple de ferm'lg% iy %li'g %mentaire temporel du secteur 2

6 Conclusion and perspectives

Nous avons iz)%tabli une premil’g,%re formulation de la notion d’espace prl't;%topologique
temporel. A partir d’un exemple de relation temporelle, nous avons dl'(',%ﬁni I’espace temporel
pri[)%topologique des descendants d’ordre p. Nous avons donnl'g)% deux nouvelles notions de
sous-structures temporelles, construites par pseudo-fermeture temporelle, qui peuvent I&%tre
extraites pour analyser les donn’f@%es d’un point de vue structurel.

Ce travail pri’@%sente de nombreuses perspectives. La premii’g)%re consiste '1'4;% optimiser
les deux algorithmes. 11 serait i;  galement inti; fressant d’i; 2 tudier les proprii; 3ti; s de ces
espaces pri’&%topologiques. Enfin, le but est de combiner 1’analyse structurelle au niveau des
influences des individus Ié%tudil'(;%s et les caracti[)%ristiques dl’é%crivant ces individus qui
peuvent '1'1)% galement changer dans le temps. Une exploration des sous-structures combinl’g)%e
i; % I'extraction des motifs (notamment les itemsets) ami;, 1 nerait i; 1 une analyse croisi; fe.
Dans I’exemple des donni’g%es T(;%conomiques, un point important pour les i;, %conomistes est
I’impact du seuil d’influences entre secteurs. Il serait inti; Zressant de di’g,%ﬁnir des structures
pri@%topologiques temporelles avec des influences pondiy, irl'g,%es au lieu de ne garder que les
influences importantes (au dell};% d’un seuil).

Dans cette i&%tude, la prié%topologie temporelle est apprl'()%hend'l'[) %e avec un exemple de
relation binaire. Une autre perspective intiy, %ressante serait de dl'&%ﬁnir d’autres critiy, %res per-
mettant de rechercher des sous-structures dans des donn'l'g,%es issues d’une famille de relations
binaires.
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Summary

Pretopology is a mathematical model developed from a weakening of the topological ax-
iomatics. It was initially used in economic, social, physical and biological sciences, and next
in pattern recognition and image analysis. It allows to work in a mathematical framework with
weak properties, and its non idempotent operators called pseudo-closure permit to implement
iterative algorithms. It proposes a formalism that generalizes graph theory concepts and mod-
els problems universally. In this paper, we will extend this model to analyze complex data with
spatio-temporal dimensions. We define the notion of a temporal pretopological space based
on a temporal function. We give an example of temporal function based on binary relation-
ship and we construct a temporal pretopological space called p-order descendants. We present
a two new notions of temporal sub-structures which present the sub-structure evolution over
time. We propose algorithms to search this sub-structures. We experiment our proposition on
4 real datasets.
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