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Résumé. Nous présentons quelques résultats statistiques pour un modele de ré-
gression pénalisée et dé-biaisée pour ajuster, en grande dimension, un modele
linéaire parcimonieux avec interactions. L’analyse statistique s’intéresse a 1’ap-
proche proposée par Bascou et al. (2020), notamment afin d’illustrer le fonction-
nement du débiaisage. De plus, on montre qu’il permet de sélectionner moins de
variables que le modele sans débiaisage sur données simulées et réelles.

1 Introduction

Grace a leur interprétabilité, les modeles linéaires sont populaires, néanmoins, le nombre
de variables explicatives est souvent supérieur au nombre d’observations, de sorte qu’une ré-
gularisation est nécessaire. Des techniques de régularisation exploitant la norme ¢; ont conduit
a la création de nombreux estimateurs, dont les plus connus sont le Lasso (Tibshirani, 1996) et
I’Elastic Net (Zou et Hastie, 2005). Pour traiter les interactions entre variables, la parcimonie
est cruciale, car méme limité aux d’ordre deux, le nombre de variables grandit déja de maniere
quadratique. Nous estimons les coefficients a I’aide de I’estimateur Elastic Net qui permet de
réduire le nombre de variables grace a la pénalité ¢;, tout en tenant compte des fortes corré-
lations entre variables grice a la pénalité ¢5 (Tikhonov, 1943; Hoerl et Kennard, 1970). Dans
Bascou et al. (2020), nous avons adapté un algorithme de descente de coordonnées (popula-
risé par glmnet (Friedman et al., 2007, 2010)) pour que la matrice d’interaction n’ait pas
besoin d’étre stockée en mémoire. Par ailleurs, sachant que I’Elastic Net contracte les grands
coefficients vers zéro, dans Bascou et al. (2020) nous suggérions de calculer une version non
dé-biaisée des coefficients (Deledalle et al., 2017) afin de proposer un algorithme approchant
le LS Elastic Net (Elastic Net suivi des moindres carrés sur le support). Dans ce travail, nous
comparons I’Elastic Net et sa version débiaisée sur données simulées avec différents scénarios
d’hérédité pour montrer que le débiaisage améliore la sélection de variables. Nous terminons
par une étude sur données réelles, pour confirmer ce comportement.
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2 Elastic Net pour interactions et débiaisage

On note n le nombre d’observations, p le nombre de variables, et ¢ = p(p+1)/2 (ou
q = p(p—1)/2 si I'on exclut les effets quadratiques !) le nombre de variables d’interactions
d’ordre 2. On note y € R™ le vecteur réponse, X = [z1,...,z,] € R™*P la matrice de design,
et Z = [z1,...,24] € R"*9 celle des interactions. L’estimateur Elastic Net est alors :

A~ A~ 2
(B, )eargmm—uy XB =20 +a11|B]l, +012]0], + a2 L2L 40y, 18 (1)
@e]R‘l

o ag; > 0,012 > 0,21 > 0 et agp > 0 sont des parametres a ajuster, par exemple par
validation croisée. L’adaptation d’un algorithme de descente par coordonnées pour la minimi-
sation du probleme (1) permet d’éviter de stocker la matrice des interactions, et repose sur les
mises a jours suivantes (voir détails dans Bascou et al. (2020)) :

Proposition 2.1. Soient 5’“ et OF les coefficients calculés par I’algorithme de descente par
coordonnées a la k¢ passe sur les données, et notons r* = y — X ﬁk ZOF les résidus
associés. Les mises a jour des jo° et jjo¢ coordonnées sont données par :

B = ey ST (o), (7 + Bl ay,) many ) ®)

@f;;l = W ST ( Zjjo (r¥ + @;?jOijOLTLOZLQ) , 3)
ou ST représente la fonction définie pour tout x € R par : ST(z,a) = (|| — a) , sign(z) .
Preuve. Voir par exemple (Friedman et al., 2007). ]

Les coefficients estimés par 1’Elastic Net sont biaisés Salmon (2017), et I’on peut faire une
étape de moindres carrés sur les coefficients non-nuls obtenus (Naive-LSEnet, Bascou et al.
(2020)) pour contrecarrer cet effet. Néanmoins, cette approche est limitée car elle nécessite
de nouveau la construction de la matrice des interactions sur le support obtenu, ce qui peut
poser le méme probleme de mémoire qu’évoqué précédemment. Pour palier a ces limitations,
nous avons adapté CLEAR (Covariant LEAst-square Refitting Deledalle et al. (2017)) - une
méthode reposant sur une correction de premier ordre de 1’estimateur initial (voir aussi Tukey
(1977) ou Osher et al. (2005)) - a I’estimateur Elastic Net dans (Bascou et al., 2020).

Definition 2.1. L’estimateur CLEAR associé a un estimateur différentiable presque partout
R™ 3y — B(y) € R? est, pour tout y € R™, donné par :
X Jé|o
~ ~ <7‘2> , si XJo # 0,
R(y) == B(y) + pJ - (y — XB(y)) avec p := { | X J¢|| @)

1 , Sinon,

ond=1y— Xﬁ(y) et J = JE(y) € RP*™ est la matrice Jacobienne de B au point y.

Nous calculons la matrice Jacobienne avec un schéma de différentiation automatique, me-
nant a la proposition suivante et a I’ Algorithme 2 de Bascou et al. (2020).

1. ¢ = 0 sil’on ne tient pas compte des interactions
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Proposition 2.2. Supposons que les coefficients Bk et ok soient itérativement mis-a-jour par
les Equations (2) et (3). On définit la Jacobienne de B* (resp. ©F) appliquée aux résidus par
Jakﬂrk (resp. J@lek) ou ej (resp. e;;) est la base canonique de R? (resp. R?) :

Towa ¥ 1) = 2 1 . 5
(a0 57 + o (T (e st fonans) O

o7 ((xje} — X) T + (1d,, —ZJ@k)) rk

2] ((zjjejj — Z)Jg + (1d, —XJEk)) rk

k+1 _ ~
(Jorm™ )55 = Lelar (r 188 2y ) [mnon}

6)

25]1° + naz,e

b1 <[X~,Z][J§k+17'k+l7 J§k+1r’“+1]T;rk+1>

et p = X210 511 75T, Jékﬂrkﬂhng . En considérant I’Equation (1), I’estimateur
CLEAR associé s’écrit :
Ek-ﬁ-l _ Bk+1 + Pk+1JBk+1rk+1 et (:)k+1 _ ék-ﬁ-l +Pk+1J@k+17"k+1 ) (7
. aé{ﬂ—l
Preuve : Notons : t; = x;r (rk + ﬂf@) et rappelons que (JE,CH)]_ = 6]y , alors
agk-&-l P ,
j _ 1 ST (tj,TLOéLl)
dy [25][2+naz1 dy
1 0ST (tj,nal,l) (73’“ 0ST (t]—,nal,l) 6@’“ 0ST (t]—,nalyl)
- 5 —+ +
|z +nos 1 0B oy 00 oy oy

1 6ST(tj,noz1 1) 5ST(t]‘,na1 1) (9ST(tj,na1 1)

= ’ JAk + ’ J(:) + )
l|lz;]]2+nos 1 g p 00 oy

= . 1 ((ej ||:UJ||2 _ ;LJX)T Jék — l‘;!—ZTJék + xj) L4t 12na1.1}
[l5[1” + naz,y ‘ '

Finalement, en factorisant par :vJT A gauche et en appliquant & ¥ de I’autre :

T T N " k
(J%Jr ’r‘k+1> = s <(mjej _ X)Jﬁk + (Idn _Zj@k)) "
ph+t ;
J

2
[25]]" + naz
Le résultat concernant les interactions s’établit de maniére similaire. O

Lja] (rethta,) [znon )

3 Expérimentations numériques
On se limitera ici au cas a1 = a2 €t a1 = g2 : on ne différencie pas les pénalités
des effets simples et des interactions, et ces coefficients encodé par ratio noté 11_ratio,

afin de déterminer un compromis entre les normes ¢, et {5, comme dans le module sklearn
(Pedregosa et al., 2011).

3.1 Etude sur données simulées
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F1G. 1: Comparaison des scénarios d’hérédité ol seuls 55 et 55 sont des coefficients actifs
(orange). A gauche, on illustre trois indices pour les coefficients d’interactions actifs ©3 g,
O3 3 et OF 5. Au centre, on observe ’ensemble des possibilités de coefficients actifs pour
I’hérédité faible et a droite le cas aléatoire, sans lien entre les variables actives de 5* et de ©*.

Correlation of [X, Z]
10 15 20 25 30 35 40

Plan d’expérience : pour comparer Elastic

1.0 Net with Interaction avec sa version débiaisée,
on étudie plusieurs scénarios d’hérédités entre
0.8 les effets simples et les interactions : forte, faible

ou aléatoire (Figure 1), en s’inspirant de Bien
et al. (2013). Nous générons X comme une ma-

04 trice de taille n x p issue du tirage d’une loi nor-
male multivariée centrée mais dont la variance
02 induit une corrélation Toeplitz (Figure 2). Les

vecteurs des coefficients des effets simples et des
interactions S* et ©* sont artificiels : les coeffi-

0.0

F1G. 2: Structure de la corrélation de [X,
Z], selon la corrélation Toeplitz de X :
corr(z;,2;) = 0.9 avec p = 8 et g =
36. La partie correspondant a X peut-€tre
observée en haut a gauche, celle concernant
Z en bas a droite.

cients non nuls sont choisis aléatoirement (selon
les contraintes liées a 1’hérédité) parmi 5* (resp.
©*) = +1. Enfin, la variable du bruit ¢, est simu-
1ée selon N(0,0%1d,,), ol o contrdle le niveau
de bruit en fonction du rapport signal sur bruit
SNR fixé a 2, qu’on définit Equation (8) d’apres

Biihlmann et Mandozzi (2013) :

*T YT * *T 7T * *T YT * *T 7T *
SNR:\/B XTXB*+0*TZTZ0O (:)UZWJ' XTXB*+0TZ2T2Z0

\/no v/nSNR

La réponse est obtenue par y = X 3* + Z0O* + ¢, avec n = 100 observations, p = 50 variables
simples (¢ = 1275 interactions). Nos résultats sont moyennés sur 100 répétitions aléatoires de
validations croisées 5-blocs (11_ratio € {1,0.99,0.95,0.9}) avec X et Z standardisées a la
volée pour chaque estimateur. La tolérance du saut de dualité est fixée 2 10~4, la grille d’alpha

est telle que ain = al'gg" (en gardant la convention de grille de sklearn.

®)

Critére de comparaison : on veut montrer que le débiaisage améliore la sélection de va-
riables. Dans notre cas, les vrais positifs VP (resp. négatifs TN) sont les coefficients qui sont
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Precision - performance of support recovery Precision - performance of support recovery Precision - performance of support recovery
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Differents couples of (p, q) Differents couples of (p, q) Differents couples of (p, a)
(a) Hérédité - Forte (b) Hérédité - Faible (c) Support aléatoire

FI1G. 3: Précision : résultats moyennés sur 100 répetitions aléatoires de validations croisées
5-blocs (11_ratio € {1,0.99,0.95,0.9}). CLEAR Elastic Net with Interaction obtient de
meilleur résultats surtout quand le support est réduit, et inclut moins de faux positifs.

Recall - performance of support recovery Recall - performance of support recovery Recall - performance of support recovery

LT

Score
Score

Score

BN enet I clear-enet BN enet I clear-enet N enet [ clear-enet
(500 (55 (5200 (200) (20,5) (20,20) (500 (55 (5200 (200) (20,5 (20,20) (0/5) (0,20) (5.0) (5,5) (5,20) (20,0 (20,5)(20,20)
Differents couples of (p, q) Differents couples of (p, q) Differents couples of (p, q)
(a) Hérédité forte (b) Hérédité faible (c) Support aléatoire

FIG. 4: Rappel : résultats moyennés sur 100 répetitions aléatoires de validations croisées 5-
blocs (11_ratio € {1,0.99,0.95,0.9}). Les deux méthodes ont des résultats du méme ordre,
mais I’estimateur debiaisé a manqué de vrais positifs par rapport a la version original et a donc
de moins bons résultats.

non-nuls (resp. nuls) pour I’estimation et les vrais coefficients. Les faux négatifs FN (resp.
positifs FP) sont les coefficients estimés nuls (resp. non-nuls) mais en réalité non-nuls (resp.

nuls). On a la précision gpigs (resp. rappel gpamy) qui mesure a quel point un modele inclut

VP+
(resp. oublie) de faux (resp. vrais) positifs. Enfin, le F score : 2 x Rrécisionxrappel . yoqype yp
précision+rappel

équilibre entre les scores précédent et prend en compte le grand nombre de vrais négatifs.

Résultats : on voit Figure 3 que peu importe le scénario, CLEAR Elastic Net with Inter-
action obtient une précision plus élevée que la version originale. Mais Figure 4, on constate
que la version originale a des scores de rappel meilleures que la version débiaisée, cette der-
niere oubliant quelques vraies variables trouvées par la version originale. Enfin, Figure 5 on
résume les figures précédentes : dans la majorité des cas, le F score de la version débiaisée
est Iégerement meilleur que celui de Elastic Net with Interaction. Aussi, Figure 6 on compare
I’erreur quadratique moyenne : elles sont du méme ordre, méme si celle de la version débiaisée
est 1égerement plus élevée. On conclut que CLEAR Elastic Net with Interaction sélectionne
moins de variables que la version originale : il inclura moins de faux positifs (Figure 3) mais
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F, - performance of support recovery F; - performance of support recovery Fy - performance of support recovery
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(a) Hérédité forte (b) Hérédité faible (c) Support aléatoire

FIG. 5: F : résultats moyennés sur 100 répetitions aléatoires de validations croisées 5-blocs
(11_ratioe {1,0.99,0.95,0.9}) avec X et Z standardisées 2 la volée pour chaque méthode.
On voit que CLEAR-Enet a en général des scores plus élevés que I’estimateur original, ainsi le
débiaisage améliore la selection de variable, notamment quand la taille de (8*, ©*) est faible.

MSE - performance of support recovery MSE - performance of support recovery MSE - performance of support recovery
EEE enet [ clear-enet ° EEN enet [ clear-enet ° BN enet I clear-enet
4 4 4
o N o N o 3
8 S g
ul @ @
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ol bk - . " ol e . . . 0 4l
(50) (55) (520) (20,00 (20,5 (20,20) (500 (55) (520) (20,0) (20,5 (20,20) (0,5) (0,20) (5,0) (5,5) (5,20) (20,0) (20,5)(20,20)
Differents couples of (p, q) Differents couples of (p, q) Differents couples of (p, q)
. . . < .
(a) Hérédité - Forte (b) Hérédité - Faible (c) Support aléatoire

FI1G. 6: Erreur quadratique moyenne : résultats moyennés sur 100 répétitions aléatoires de
validations croisées 5-blocs (11_ratio € {1,0.99,0.95,0.9}). Les méthodes ont une erreur
du mé&me ordre, méme si celle de CLEAR Elastic Net with Interaction est un peu plus élevée.

manquera certains coefficients non nuls (Figure 4). Néanmoins, le compromis illustré Figure 5
montre que CLEAR Elastic Net with Interaction est en général plus efficace en sélection de
variables, pour une erreur quadratique moyenne du méme ordre.

3.2 Etude sur données réelles : données génomiques

Présentation du jeu de données : on s’intéresse a des données génomiques ou les vec-
teurs réponses sont des mesures d’expressions génétiques (RNA-seq) pour des patients atteints
de cancers. Ils partagent la méme matrice de design ou chaque ligne représente un unique
gene de I’ADN et ou les colonnes correspondent a différentes mesures de I’ADN (détaillées
dans(Bessiere et al., 2018)). Nous gardons uniquement p = 530 variables pour n = 19393
observations et utilisons comme vecteur réponse y la premiere colonne de la matrice des 241
réponses. Notre objectif sur ces données est de construire un modele de régression linéaire
prenant en compte les interactions. Mais, di au temps de calcul, on s’intéresse dans ce travail
a ’effet du débiaisage sur les effets principaux, la prise en compte des interactions étant lente.
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MSE comparison on genomics dataset Comparison of number of actives features

250

3

5 G
Actives features number

Mean of 10 MSE error on CV

—— LASSOCV path
N CLEAR-LASSOCYV path 50
e  Min MSE of LASSO : 26.754 (a= 0.013)

e  Min MSE of CLEAR-LASSOCV : 26.797 (a= 0.039)

1072 10° LASSO CLEAR-LASSO

107
Alpha Grid Estimator

(a) Erreur quadratique moyenne en fonction de o. (b) Nombre de variables sélectionnées.

F1G. 7: Comparaison de CLEAR LASSO et de I’estimateur original sans interaction sur don-
nées génomiques (n = 19393, p = 530, ¢ = 0). Résultats moyennés sur 10 répétitions aléa-
toires de validations croisées 5-blocs. A gauche, on observe que 1’erreur minimum mesurée
pour la version débiaisée est pour un « plus grand que pour la version originale. A droite, on
voit que le nombre de variables sélectionnées par la version débiaisée est plus faible.

Méthodologie et Resultats : pour avoir des résultats stables, on effectue 10 validations croi-
sées 5-blocs sur des données mélangées aléatoirement. Les parametres de 1’expérience sont :
la tolérance du saut de dualité est 10™4, la grille d’alpha est telle que omin = Tae enfin le
11_ratio est fixé a un, c’est a dire que le cas étudié est un LASSO. On observe Figure 7a
que le minimum de CLEAR Elastic Net with Interaction est pour une valeur d’alpha plus éle-
vée que pour Elastic Net with Interaction, ce qui se traduit par un nombre de coefficients actifs
estimés plus faible que la version biaisée ce qu’on observe Figure 7b. Enfin, I’erreur quadra-

tique moyenne est du méme ordre sans et avec débiaisage (plus élevée de 1’ordre de 0.1%).

4 Conclusion

Nous avons présenté les résultats statistiques de notre estimateur CLEAR Elastic Net with
Interaction. Il apparait sur données simulées et réelles que le débiaisage permet d’obtenir un
nombre de variables actives plus faible pour une erreur quadratique moyenne du méme ordre,
rendant le modele débiaisé meilleur en sélection de variables. Les prochains travaux porteront
sur des données de tailles plus importantes, 1’objectif étant d’inclure les interactions dans notre
analyse des données réelles. Le temps de calcul étant une limite pour ces cas, I’adaptation d’une
méthode d’ensemble actif est a considérer, en partant par exemple de Massias et al. (2018).
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Summary

We present some statisticals results for a penalized and de-biased regression estimator,
to handle in high dimension interactions and sparsity. The statistical analysis focuses on the
approach proposed in (Bascou et al., 2020), in particular to illustrate the functioning of debias-
ing. Moreover, it is shown that it allows the selection of fewer variables than the model without
debiaising on simulated and real data.
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