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Résumé. Peu de travaux traitent de la prédiction conformelle pour la régression
multi-cibles. Cet article se concentre sur 1’obtention de prédictions multivariées
valides (c’est-a-dire calibrées en fréquence). Pour ce faire, nous proposons d’uti-
liser des copules pour la prédiction conformelle inductive, et nous montrons em-
piriquement que la méthode proposée garantit I’efficacité et la validité pour les
problémes de régression multi-cibles sur divers ensembles de données.

1 Introduction

En apprentissage automatique supervisé, il existe de nombreuses situations ot il y a de
multiples cibles, éventuellement corrélées. De plus, certaines applications sont critiques, comme
en médecine. Un niveau de confiance ajouté aux prédictions d’un tel probleme avec la prédiction
conformelle permet de fournir des prédictions sous forme d’ensemble (en classification) ou
d’intervalle (en régression) avec une garantie statistique selon la probabilité d’erreur choisie.
Cependant, cette méthode est principalement utilisée en apprentissage a cible unique.

Dans ce papier !, nous proposons une méthode de prédiction conformelle adaptée a la
régression multi-cibles basée sur les copules, fonctions modélisant la dépendance entre des
variables multidimensionnelles, afin d’exploiter les corrélations entre les cibles. Les sections 2
et 3 fournissent une bréve introduction a la prédiction conformelle et a la régression multi-cibles.
Nous présenterons ensuite notre approche dans la section 4 avec un rappel des principes et
théoremes de base des copules. Les expériences et leurs résultats sont décrits dans la section 5.

2 Régression conformelle inductive

La régression conformelle inductive [Papadopoulos et al. (2002)] fournit une prédiction
d’intervalle au lieu d’une prédiction ponctuelle avec une garantie statistique choisie.

Soit {z1 = (21,¥1),22 = (X2,¥2),..-,2n = (Tn,yn)] un sac contenant les paires suc-
cessives d’un objet z; € X et de son étiquette a valeur réelle y; € R. En supposant que ces
données sont échangeables (une condition plus faible que 1’i.i.d.), il est possible de prédire
Yn+1 € R pour tout nouvel objet z,,11 € X en suivant le cadre conformel inductif.

1. Article original publié au journal Pattern Recognition [Messoudi et al. (2021)]
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La premieére étape consiste a diviser les données d’entrainement original Z en un ensemble
d’apprentissage Z'" = |z1, ..., z | et un ensemble de calibration Z°" = 1z, 1, ..., 2,/ avec
|Z¢@| = n — I. Ensuite, un algorithme d’apprentissage automatique appelé algorithme sous-
jacent est entrainé sur Z!" pour obtenir une mesure de non-conformité pour évaluer I’étrangeté
d’un exemple z; en calculant le score de non-conformité a;,. Une mesure de non-conformité
normalisée est donnée par ov; = |y; — ;| /o; out o; est une valeur propre a chaque exemple x;
permettant de mesurer la difficulté de prédire sa cible y;. Par exemple, o; peut étre estimée avec
o; = exp(pi) + B ot pu; = In(|y; — §;|) prédite par un perceptron multi-couches (MLP).

Pour un nouvel exemple x,, 11, I’algorithme sous-jacent associe a toute prédiction possible
¢ son score de non-conformité o}, , ; et calcule sa p-value avec :

\{i:l—i—l,...,n,n—i—l1041‘2042_5_1}‘
n—1I01+1 '

Po(Gnt1) = ey

La derniere étape consiste a choisir le niveau de signifiance ¢ € (0,1) pour obtenir une
prédiction avec un niveau de confiance 1 — e, étant la garantie statistique de couverture de la vraie
valeur y,, 1 par la prédiction d’intervalle ¥, 11 telle que ¥, 11 = {Jn+1 € R : py(nt1) > €}

Le score de non-conformité normalisé est calculé avec la mesure de non-conformité standard
(différence absolue entre la valeur réelle y; et la valeur prédite ¢;) mise a 1’échelle avec o;, un
terme estimant la difficulté de prédire y;. Il est calculé comme o; = |y; — ¥;|/ 0.

La séquence des scores de non-conformité o1, .. ., a, pour tous les exemples dans Z°%
est obtenue et triée par ordre décroissant. Ensuite, ’indice du score de non-conformité « est
calculé au fractile (1 — €) en fonction du niveau de signifiance choisi e, tel que :

P(Ws(xs)m—e, @)
g;

qui devient une égalité si la méthode est parfaitement calibrée. Enfin, pour un nouvel exemple
ZTn41, la prédiction d’intervalle couvrant la vraie cible y,,+1 avec une probabilité 1 — € est :

yn+1 - [?)n+1 — QsgOn41, Z)n+1 + asUnJrl] . (3)

Avant d’introduire notre probléme, notons qu’en supposant que notre méthode est bien
calibrée et que |y; — ¢j;|/o; est associé a une variable aléatoire (), (2) peut &tre réécrite comme :

P(ans):l—e:: FQ(as)7 (4)

ce qui sera utile pour traiter les copules et les sorties multi-cibles par la suite. Notons également
que cela signifie que la spécification de € définit de maniere unique une valeur .

3 Prédiction conformelle pour la régression multi-cibles

Dans la régression multi-cibles (RMC), I’espace X est le méme que dans la régression
standard, mais I’espace Y C R™ est constitué de m cibles a valeurs réelles. Cela signifie que
les observations sont des paires (x;,y;) ot chaque objet x; € X est associé a un vecteur de
dimension m a valeurs réelles y; = (y},...,y"™) € Y (nous utiliserons les exposants pour
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désigner les dimensions et les indices pour désigner les observations). Notre objectif est de
fournir une méthode de RMC conformelle permettant d’exploiter les relations entre les cibles.
Soient QZL e ?ﬁl 1 respectivement les limites inférieure et supérieure des prédictions d’inter-
valle données par la mesure de non-conformité pour chaque cible Y7 étant donné une nouvelle
instance 1. Nous définissons I’hyper-rectangle [§,,+1] comme le produit cartésien suivant :

m o [~]

A =J
Y] = Xj:l[gj_,_l?yn+1]' ®)

Cet hyper-rectangle forme le volume H;”:l @i 41— gﬁl +1) auquel une prédiction globale
Yn+1 d’un nouvel exemple x,, 1 doit appartenir pour étre valide. L’ objectif de la prédiction
conformelle dans ce cadre est de satisfaire un niveau de signifiance global ¢, requis tel que
P(Ynt1 € [Ynt+1]) > 1 — €4. Cette probabilité peut également s’ écrire comme suit :

P(Yni1 € WnttrYni1)r- - Unit € Wn1s Unsa))
1 _nl m  _ am
:P<|yn+11 yn+1| Sa;7~~~,|yn+1myn+1‘ <O[;n> 21—69. (6)
U7z+1 O-n—o—l

Ainsi, il faut trouver pour chaque cible j le score de non-conformité individuel o/ défini
par un ¢’ par cible pour qu’un niveau de confiance global 1 — ¢, soit garanti. En étendant (4) et
en considérant les variables aléatoires @’ = |y? — §7|/0?, j € {1,...,m}, on obtient :

P(Q'<al,....,Qm" <a™) >1—¢,. (7)

La distribution jointe dans (7) étant inconnue, nous exploitons la connexion entre cette équation
et les copules. Avant cela, notons a nouveau que sous 1’hypothese que nous sommes bien
calibrés, nous pouvons transformer (7) en

F(al,...,a™) =1—¢, 8)

ou F' désigne ici la fonction de répartition jointe induite par IP.

4 Régression multi-cibles conformelle a base de copules

Cette section rappelle le principes des copules [Nelsen (1999)] avant de détailler comment
nous les appliquons aux approches conformelles pour la régression multi-cibles.

4.1 Apercu sur les copules

Soit Q = (Q!,...,Q™) un vecteur aléatoire de m dimensions composé des variables
aléatoires Q', ..., Q™. Soit sa fonction de répartition jointe F' = Fy : R™ — [0, 1]. Cette f.r.
contient deux informations importantes :

— Laf.r. de chaque variable aléatoire @’ tel que Fj(¢7) = P(Q? < ¢/)Vj € {1,...m}.

— La structure de dépendance entre elles.

Une copule a m dimensions C' : [0, 1]™ — [0, 1] permet d’isoler cette structure de dépen-
dance des marges. Elle est caractérisée par les propriétés suivantes :
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1. C(ut,...,u™) =0siu’ =0 pouraumoinsunj € {1,...,m}.

2. C(1,...,1,ul,1,...,1) = .

3. C est m-croissante.

Selon le théoreme de [Sklar (1959)], il est possible de produire une fonction de distribution
multivariée avec un mélange de distributions marginales univariées et une copule appropriée :

Théoreme 4.1 (Théoréme de Sklar). Pour toute f.r. a m dimensions F avec des distributions

marginales Fy, ..., Fy,, il existe une copule C : [0,1]™ — [0, 1] telle que :
F(q)=F(q',...,q™) = C(Fi(¢"),..., Fn(q™)), qeR™.
Si F est continue pour tout j € {1,...,m}, alors C est unique.

4.2 Régression multi-cible conformelle a base de copules

Reprenons notre probléme précédent consistant a trouver ¢/ pour chaque cible j pour obtenir
une confiance globale de 1 — ¢4. Considérons (8). Selon le théoreme de Sklar, nous avons :

F(al "'aam) = C(Fl(a;)v'“va(am))

ER S S
=C(l—¢é,. ..., 1—€m)
=1-¢

ou la deuxieme ligne est obtenue a partir de (2). Il est clair que si nous connaissions la copule
C, alors nous pourrions rechercher les valeurs €/ fournissant la confiance globale désirée.

Un probleme majeur est alors d’obtenir la copule modélisant la structure de dépendance
entre les cibles et leurs niveaux de confiance. Comme les copules sont classiquement estimées a
partir d’observations multi-variées, nous utiliserons ici les scores de non-conformit€ générés a
partir de Z°®. Plus précisément, si ! est le score de non-conformité correspondant a la ™€

cible de z; de Z° pouri € {I +1,...,n}, nous estimons une copule C & partir de la matrice
1 2
g1 4
A= | : . )
al a™

4.2.1 La copule indépendante

Cette copule considere les m cibles comme étant indépendantes. (7) devient alors :
I(F(al), ..., Fn HF HPQﬂ<oﬂ ZHI—EJ =1—¢,
Jj=1 Jj=1
Si on suppose que tous les niveaux de signifiance individuels €', . .., €™ sont égaux i la méme
valeur ¢, alors :
m
H (I-—e)=1—e)™ =1—¢,.
Ainsi, le niveau de sigmﬁance individuel ¢; est calculé avec ¢, = 1 — 7/1 — €4, et ensuite

utilisé pour obtenir les différents o pour chaque cible de la régression multi-cibles.
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4.2.2 La copule de Gumbel

La copule de Gumbel est un membre de la famille des copules archimédiennes qui ne
dépend que d’un seul parametre 6, et donc est un bon représentant des copules paramétriques. Le
parametre 6 est estimé a partir de la matrice A en utilisant I’estimateur de pseudo-vraisemblance
maximale [Hofert et al. (2019)] avec une optimisation numérique. Une fois ceci obtenu, et pour
un choix particulier de €7, on a 1’expression de la copule de Gumbel :

1/60 1/6

. m N

Ch=exp— (Y (~m1-e)"| =ep— |3 (-mF@l) 10)
j=1

Jj=1

Les estimations Z:—'j permettent de rechercher les valeurs €/ qui rendront cette équation égale
a1 — ¢,. La solution est facile a obtenir analytiquement si €! = ... = €™ = ¢, car on a alors
quee; =1—(1— 69)1/ Ym et on peut donc obtenir !, ..., ™ en remplagant F; par Fj.

Cette copule a été choisie car sa borne inférieure est la copule indépendante (avec 6=1).
Ainsi, on peut capturer I’indépendance si elle est vérifiée, et sinon chercher dans la direction de la
dépendance positive. Une des raisons de ce choix est que les expériences précédentes [Messoudi
et al. (2020)] indiquent que la copule indépendante donne des résultats trop conservatifs.

4.2.3 La copule empirique

Les copules paramétriques ont 1’avantage de nécessiter moins de données pour étre bien
estimées, tout en ayant 1’inconvénient d’induire un biais dans I’estimation susceptible de croitre
a mesure que le nombre de cibles augmente. La copule empirique présente une maniere non
paramétrique d’estimer les marginales directement a partir des observations. Ainsi, en posant
u; les pseudo-observations qui remplacent les distributions marginales inconnues, nous avons
alors que :

. 1 n m
Cp(Fi(ag),. .., Fu(al)) = T Z H 1i<p;ad)- (11
=11 =1
En utilisant que F};(a?) = 1 —¢€/, nous pouvons alors rechercher les valeursde ¢/, j = 1,...,m

qui rendront (11) égale a 1 — ¢,. Notons que dans ce cas, méme en supposant que e=...=
€™ = €, une recherche algorithmique est nécessaire, qui est cependant facile puisque Cp est
une fonction croissante (une simple recherche dichotomique suffit alors).

5 Expériences et résultats

Nous travaillons avec un réseau de neurones profond (NN) et une forét aléatoire (RF)
comme algorithmes sous-jacents, et nous comparons les trois copules pour montrer que leur
ajout aux mesures de non-conformité fonctionne avec n’importe quel algorithme sous-jacent.
Nous appliquons les étapes de régression conformelle décrites dans la section 2 comme suit :

1. Entrainer I’algorithme sous-jacent (NN ou RF) sur les données d’entrainement appro-
priées (X', Y''"), et prédire Y et Y'** pour les données de calibration et de test.
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Noms Exemples Variables Cibles
music origin [Zhou et al. (2014)] 1059 68 2
sgemm [Nugteren et Codreanu (2015)] 241600 14 4

TAB. 1: Informations sur les ensembles de données de régression multi-cibles utilisés.

2. Entrainer le MLP de normalisation sur les données d’entrainement appropriées (X",
u'™) avec m sorties, et prédire 1 et 1'* pour les données de calibration et de test.

3. Si nécessaire, obtenir une estimation de la copule C' a partir de la matrice A des scores
de non-conformité de calibration. Puis pour chaque niveau de signifiance global ¢, :
— Obtenir ¢/ = ¢; pour j € {1,...,m} et calculer s = {al,...,a™} pour toutes

les cibles en utilisant Z¢%, selon les méthodes mentionnées dans la section 4.2.
— Obtenir les prédictions d’intervalle pour les données de test avec (3).

L’implémentation a été faite en utilisant Python et est disponible sur Github 2. Nous utilisons
huit jeux de données avec différents nombres de cibles et de tailles, mais nous présenterons ici
les résultats pour deux jeux de données (les autres résultats peuvent €tre consultés sur notre
article de journal [Messoudi et al. (2021)]). Ils sont résumés dans le tableau 1.

Pour évaluer la validité en régression multi-cibles, la précision est calculée en fonction de
I’appartenance ou non de 1’observation y a I’hyper-rectangle [§] selon €,. En le faisant pour
plusieurs valeurs de ¢, et pour chaque copule, on obtient une courbe de précision qui doit étre
aussi proche que possible de la ligne de calibration, ligne ou le taux d’erreur est exactement
égal a €, pour un niveau de confiance 1 — ¢,. Les figures 1 et 2 détaillent ces résultats.

Les résultats montrent clairement que les meilleures performances sont obtenues en utilisant
la copule Empirique, avec une courbe presque parfaitement alignée avec la ligne de calibration.
Cela est di au fait que la copule empirique utilise une estimation non paramétrique des mar-
ginales basée sur les observations, permettant au modele de mieux s’adapter a la structure de
dépendance de chaque jeu de données. Celle-ci est négligée lors de 1’utilisation de la copule
indépendante, puisque le lien entre les m cibles n’est pas exploité lors du calcul du ¢,. Par
exemple, nous pouvons déduire que les cibles sont fortement liées pour "sgemm" par le grand
écart entre les courbes de précision indépendante et empirique (Fig. 2a et 2b). Pour la copule
de Gumbel, la courbe de précision est généralement plus proche de la ligne de calibration par
rapport a la courbe de la copule indépendante. Cela confirme 1’existence d’une structure de
dépendance entre les cibles, puisque la borne inférieure de la copule de Gumbel est la copule
indépendante, c.-a-d. si les cibles étaient indépendantes, les deux courbes correspondraient
parfaitement. C’est le cas pour "music origin" (Fig. la et 1b).

Pour évaluer I’efficience en régression multi-cibles, nous calculons le volume des prédictions
obtenues avec (5), puis la valeur médiane de ces volumes d’hyper-rectangles pour chaque
expérience (pour que I’estimation soit robuste face a de trés grands hyper-rectangles).

Les résultats d’efficience sont présentés dans les Figures 1c et 2¢ pour €, = 0.1. IIs montrent
que la copule indépendante présente un volume d’hyper-rectangle médian plus important que
les copules de Gumbel et empirique, notamment dans les cas ou I’existence d’une structure

2. https://github.com/M-Soundouss/CopulaConformalMTR

-408 -



100

2
2

Validity (%)

40

NN : Empirical validity for music_origin

S. Messoudi et al.

Hyper-rectangle median volume for music_origin (log)

100

100 RF : Empirical validity for music_origin Gumbel Empirical
=~ Calibration line =~ Calibration line.
—+— Independent Copula —+— Independent Copula ]
Gumbel Copula A Gumbel Copula A 10%
—=— Empirical Copula /d 0] —— Empirical Copula | -
— 60
g
> a0
10°
20
T
01 0z 03 04 05 06 07 08 08 01 02 03 04 05 06 07 08 09 N RF NN RF N RF
1-¢ 155
(a) Validité (NN) (b) Validité (RF) (c) Efficience (both)

NN : Empirical validity for sgemm

F1G. 1: Results for music origin.

RF : Empirical validity for sgemm

Hyper-rectangle median volume for sgemm (Iog)
mbel Empirical

80,

2
2

Validity (%)

5
3

-~ Calibration line
—— Independent Copula

Gumbel Copula
—+— Empirical Copula

100
--- Calibration line

—— Independent Copula
Gumbel Copula
—+— Empirical Copula

Validity (%)

(a) Validité (NN)

01 02 03 04 05 06 07 08 09
1-g

(b) Validité (RF)

FIG. 2: Résultats pour sgemm.

(c) Efficience (both)

de dépendance est confirmée par les courbes de calibration. Cela est dii au fait que la copule
indépendante ignore la dépendance entre les scores de non-conformité, ce qui conduit & une
surestimation de I’erreur globale de I’hyper-rectangle. Cet impact est évité pour la copule
empirique car elle tire parti de cette dépendance pour construire de meilleures prédictions
d’intervalle. Nous remarquons aussi que les diagrammes en boite pour la copule empirique sont
plus serrés que les deux autres, ce qui montre que les valeurs sont homogenes sur tous les plis
par rapport a la copule indépendante par exemple, ou la variation est beaucoup plus visible.

6 Conclusions et perspectives

Dans cet article, nous avons fourni un moyen assez facile d’obtenir des prédictions confor-
melles valides pour la régression multi-cibles. Pour ce faire, nous avons exploité un lien entre
les scores de non-conformité et les copules, un outil couramment utilisé pour modéliser une
distribution multivariée. Des expériences sur divers ensembles de données pour des copules
représentatives montrent que la méthode permet d’améliorer I’hypothese d’indépendance naive.
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Comme futures perspectives, nous aimerions explorer la flexibilité de notre cadre, par
exemple en 1’adaptant aux distributions prédictives conformelles plus riches [Vovk et al. (2017)],
ou en proposant des protocoles permettant d’obtenir €, a partir de différents degrés de confiance
individuels choisis. Nous aimerions aussi apprendre directement une fonction de cofit prenant
en compte la validité et 1’efficacité [Colombo et Vovk (2020)] pour la régression multi-cibles,
éventuellement en utilisant le volume de I’hyper-rectangle comme parametre pour définir les
valeurs de €; qui nous donnent le plus petit volume pour une méme validité.
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Summary
Few works deal with conformal prediction for multi-target regression. This paper focuses
on providing valid (i.e., frequency calibrated) multi-variate predictions. To do so, we propose to

use copula functions for inductive conformal prediction, and empirically show that the proposed
method ensures efficiency and validity for multi-target regression problems on various data sets.
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