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Résumé. Parmi les méthodes de classification non supervisée, K-Means
et ses variantes sont tres populaires. Ces méthodes résolvent a chaque
itération les conditions d’optimalité du premier ordre. Cependant dans
certains cas, la fonction a minimiser n’est pas convexe, comme pour la
version Fuzzy C-Mean avec la distance de Mahalanobis (FCM-GK). Dans
cette étude, nous appliquons la méthode des directions alternées (ADMM)
afin d’assurer une bonne convergence. ADMM est une méthode souvent
appliquée a la résolution d’un probleme de minimisation convexe sépa-
rable avec des contraintes linéaires. ADMM est une méthode de décom-
position/coordination avec une étape de coordination assurée par des mul-
tiplicateurs de Lagrange. En introduisant avec justesse des variables auxi-
liaires, cette méthode permet de décomposer le probleme en sous pro-
blemes convexes faciles a résoudre tout en gardant la méme structure
itérative. Les résultats numériques ont démontré la performance significa-
tive de la méthode proposée par rapport a la méthode standard surtout
pour des données de grandes dimensions.

1 Introduction

Le partitionnement de données est un processus d’analyse des données qui consiste
a partager les n objets d’un jeu de données en c sous-ensembles, dans le but que chaque
groupe (sous ensemble) posséde des objets similaires et que les groupes soient bien dis-
tincts entre eux (Jain et Dubes, 1988). Il permet de détecter des structures cachées
dans les jeux de données sans connaissance préalable. Plusieurs approches différentes
existent, les méthodes se distinguent par la nature des partitions créées. Elles peuvent
étre certaines : chaque objet appartient a un unique groupe. k-means est la plus cé-
lebre des méthodes formant ce genre de partition. Chaque groupe est représenté par
un centroide (objet moyen), la notion de similarité est définie par la distance entre les
objets et les centroides. Grace a sa faible complexité et sa simplicité, cette méthode est
tres utilisée (Jain, 2010). Les partitions peuvent étre floues permettant de modéliser
I'incertitude. La variante floue des k-means est Fuzzy C-Means (FCM) (Bezdek, 1973;
Bezdek et Dunn, 1975), chaque object a un degré d’appartenance & chaque groupe.
FCM est encore utilisée dans divers domaines (Anter et al., 2019; Yin et Li, 2020;
Cai et al., 2021). La similarité entre les objets et les centroides dans I’algorithme FCM
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est calculée par la distance euclidienne formant des groupes sphériques. L’algorithme
de Gustafson et Kessel FCM-GK (Gustafson et Kessel, 1979) est une extension de
FCM qui ajuste une distance pour chaque cluster. Cela permet de prendre en compte
la forme des clusters et de détecter des structures ellipsoidales. En effet, basé sur la dis-
tance de Mahalanobis, I’algorithme adapte des matrices symétriques définies positives
interprétées comme les inverses des matrices de covariance floue des clusters. FCM
et FCM-GK sont deux problemes d’optimisation non convexe sous contraintes pour
lesquelles la méthode d’optimisation standard est la méthode d’optimisation alternée
(AO), une méthode itérative de type Gauss-Seidel.

La méthode des directions alternées, Alternating Direction Method of Multiplier
(ADMM), est une méthode de décomposition-coordination simple mais puissante. Elle
décompose le probleme en sous-problémes, les solutions obtenues localement sont coor-
données (par des multiplicateurs de Lagrange) pour trouver une solution au probléme
global. Cette méthode a été introduite au milieu des années 1970 par (Gabay et Mer-
cier, 1976), (Glowinski R. et Marocco A., 1975) pour 'approximation numérique de
problémes convexes non lisses issus de la mécanique. Basée sur la formulation Lagran-
gienne augmentée, cette méthode a été utilisée dans de nombreux domaines en méca-
nique non linéaire (Glowinski R. et Le Tallec P., 1989; Fortin et Glowinski, 1983; Koko
J., 2013, 2011; Glowinski R. et Marocco A., 1975), en restauration d’images (Koko J.
et Jehan-Besson S., 2010), en réseaux neuronaux (F. Yu et Zhao, 2019), en optimisa-
tion a grande échelle (Eckstein, 1994; Koko J., 2013), etc. Un résumé des applications
d’ADMM en apprentissage automatique est disponible dans (Boyd S., Parikh N.; Chu
E., Peleato B. et Eckstein J., 2011). ADMM standard se concentre sur la minimisation
de fonctions séparables (convexes) avec des contraintes de couplages linéaires.

Dans cette étude, nous étendons l'application d’ADMM & la fonction colit non
convexe de FCM-GK. ADMM divise le probleme FCM-GK en une séquence de sous-
problémes plus simples et non couplés, grace a 'introduction appropriée des variables
auxiliaires inconnues. Ces sous-problémes sont, non couplés, plus simples, donc plus
faciles a résoudre. La formulation de la solution est proche de celle obtenue par 1’op-
timisation alternée pour les variables originales (centroides, matrices d’appartenance
reliées a la distance). Le sous-probléme des variables auxiliaires conduit & la résolution
de petits systemes linéaires non couplés. Des expériences numériques sur des données de
I’UCI machine learning montrent que I'algorithme FCM-ADMM proposé est robuste,
insensible a l'initialisation aléatoire et crée généralement un meilleur partitionnement.

Le papier est organisé en 4 parties. La Section 2 présente le modele GK et 'optimisa-
tion par la méthode standard (AO). Puis, nous décrivons dans la Section 3 I'application
de la méthode ADMM dans ce contexte. Dans la Section 4, les expériences numériques
sont exposées. Enfin la conclusion et les perspectives sont données dans la Section 5.

2 Le modéele FCM-GK

2.1 Probléeme d’optimisation

Soit le jeu de données représenté par X = (@1 ...x,) contenant n objets x; € R,
p est le nombre d’attributs et ¢ le nombre de classes souhaité, 2 < ¢ < n. Le modele
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FCM-GK appliqué a X consiste a calculer
— la matrice des degrés d’appartenance n x ¢, U = (u;;) telle que,

n

wi; €00, 1, Y wiy=1, Y ui; >0. (2.1)
j=1 i=1

— les centres de gravité, centroides, de chaque groupe V = {v,...,v.}, v; € R?;

— les matrices définies positives, S = {S1,..., S}, induisant la norme de chaque
groupe, S; € RP*P.

Les variables inconnues (U, V,8) sont déterminées en optimisant le probléme suivant

min_ J(U,V,8) = ud,. S ;d;;, (2.2)
UV.S) ;; T
avec les contraintes,
Ujj >0, Vl,j S [1,7},] X [1,8] (23)
c
D wig=1, Vie[l,n] (2.4)
j=1
n
> ui; >0, Vjelld (2.5)
i=1
det(S;) = p;, Vi € [1,d (2.6)
tel que la différence entre I'objet i et le centroide j est notée :
dij =T; —Vy. (27)

Toutes les différences d;; sont représentées par la variable D.

En plus d’'un nombre de classe ¢, ce modele possede un autre hyperparametre, m qui
controle la dureté de la partition. Sans information supplémentaire, m est habituel-
lement fixé & 2 (Pal et Bezdek, 1995). FCM est un cas particulier de FCM-GK ou
S; =T in (2.2). Une solution triviale pour la minimisation est la solution avec toutes
les matrices S; nulles. Pour éviter cela, la contrainte Eq. (2.6) est introduite fixant les
volumes des ellipsoides.

2.2 Méthode d’optimisation alternée (AQO)

La méthode utilisée par (Gustafson et Kessel, 1979) pour résoudre ce probléme
sous contrainte est la méthode d’optimisation alternée, the alternating optimization
method (AO). Elle est également utilisée pour les autres variantes de k-means. Partant
de (UO, VO, SO) la méthode minimise successivement U, V et S :

Ut = arg pin J(U,V*, 85, (2.8)
phl = argm‘an J(Uk+17v,8k), (2.9)
Sk+1 = arg Hlelg J(Uk+1,vk+1,8). (210)
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Avec les deux ensembles correspondant aux contraintes (2.3)-(2.5) et (2.6) :

(& n
u = uij207 Zuij:L Zuij >0,,
j=1 i=1
S1 = {8, p X pmatrice symétrique définie positive, det(S) = 1}.

En utilisant les conditions d’optimalité du premier ordre, les solutions de (2.8)-(2.10)
sont calculées, Vi, j € [1,n] x [1,] :
-1

c kN\NT @k gk
ubtt = Zi(d”’) S;di; (2.11)
ij dk} Tsk‘dk ’ :
zzl( zi) il
n k+1
el i1 iy T 212
U - Zn uk+1 ’ ( )
i=1 Uij
S = Y bt AT (2.13)
i=1
S = det(x))F(SH) L (2.14)

L’algorithme FCM-GK est présenté (algorithme 1). Il s’arréte lorsque la partition est
stabilisée autrement dit que l’erreur absolue entre deux matrices U (degrés d’appar-
tenance) successives plus petite que 10~3. Remarquons que pour t itérations, sa com-
plexité est en O(tnc?p)

Algorithme 1 FCM-GK

: Entrée : ¢

err =0,k =0,

. UV initialisation aléatoire ou via FCM.
. tant que err > 1073 faire
k+—k+1

V¥ selon (2.12)

8" selon (2.14)

U” selon (2.11)

err || U — U1 |

: fin tant que

. Sortie : U* V¥ S*

© X NPT Ry

—
= O

3 Méthode ADMM

La principale idée de la méthode ADMM, Alternating Direction Methods of Multi-
pliers, (Glowinski R. et Marocco A., 1975; Gabay et Mercier, 1976; Fortin et Glowinski,
1983), est d’utiliser un processus deAg décomposition/coordination dont la coordina-
tion est réalisée par les multiplicateurs de Lagrange.
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3.1 Formulation du Lagrangien augmenté

ADMM ne minimise pas seulement la fonction objectif mais le Lagrangien augmenté
associé au probleme. Avant de formuler ce dernier, il est nécessaire d’introduire des
variables auxiliaires dans le probléme original afin d’obtenir un probléme d’optimisation
par bloc sous contraintes. Tout d’abord, nous écrivons les fonctions caractéristiques des
contraintes originales pour les introduire dans la fonction & minimiser.

L(U) = {o siU el (31)

+o00  sinon,
0 si Sj IS

3.2
+o00  sinon. ( )

ISl(Sj) = {

et Is,(S) = >_, Is,(S;). En plus des variables auxiliaires D (2.7), nous introduisons
les variables P

Pij = wijdij = uij(®; —v;).
Ainsi, nous reformulons la fonction coiit en (2.2) qui devient :

n

i=1 j=1

Pour alléger les écritures nous notons : U = (U, V, 8) l'ensemble des variables du pro-
bleme et D = (D, P) ensemble des variables auxiliaires. Le probléme de minimisation
sous contrainte devient (2.2)-(2.10)

min J(U,D) + I;,(U) + Is(S), (
sous contraintes (
dij = x; — vy, (
Pij = Uijdij. (

Les contraintes de couplages sont définies de maniéres & garantir I’équivalence (en
terme de solution) avec le probleme d’origine (2.2)-(2.10), tout en permettant une
optimisation indépendante selon les variables.

Avec (3.4)-(3.7), la fonction du Lagrangien augmenté est :

jr (Ua]DvY) = J(U,]D) + IU(U) + ISl (8)
+ Z [y;rj<dij —x;+v;)+ z;‘rj(pij — ujd;;)]

0,J
-
+3 SOl diy — @i +v; |17+ || pij — wizdij |°] (3.8)
,J
ot 7 > 0 est le terme de pénalité, || - || est la norme euclidienne, y,; et z;; sont les

multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes sur les variables auxiliaires (3.6)
et (3.7), représentés par Y = (Y, Z).
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3.2 Application ’ADMM

Nous appliquons la méthode ADMM au Lagrangien augmenté (3.8) par l’algorithme
itératif suivant. Commencons avec D° : (D%, P°) et Y :(J°,2°), on calcule successi-
vement U* : (U*, V¥ 8%), D¥ : (D, P*) et YF :(Y*,2*) comme suite.

UM = arg n%n,ﬁfr(U,]Dk,Y’“), (3.9)

D*t! = arg n]gn,,zﬂ,(Uk“,D,Y’f), (3.10)
k+1 _ Kk k+1 k+1

yi; =y t+rd; —mi i), (3.11)
2 = 2F +r(plt - i, (3.12)

Il faut remarquer que les itérations de la méthode ADMM (3.9)-(3.12) admettent
des mises a jour exactes si la fonction est bi-convexe, c’est-a-dire convexe selon U pour
D fixé et réciproquement et si les contraintes sont bi-affines, c’est-a-dire affines en U
pour D fixé et réciproquement (Boyd S., Parikh N., Chu E., Peleato B. et Eckstein J.,
2011). Dans (3.4), Is, (S) est non convexe & cause de la contrainte det(S;) = 1. Pour
assurer la convergence de la méthode, il suffit de fixer un nombre it, de répétitions des
blocs de relaxation (3.9)-(3.10) avant la mise & jour des multiplicateurs (Glowinski R.
et Le Tallec P., 1989; Koko J., 2013). Il est conseillé it, = 5.

3.2.1 Solution du sous probleme (3.9) en U

Supposons les variables auxiliaires D et les multiplicateurs Y* fixés, le probléme
(3.9) du Lagrangien augmenté (3.8) est découplé selon chaque variable de U, & optimiser
séparément

Y+l — argmlnz Z le —x; + 'vj)
=1 j=1 (313)

k
+§ | di; — xi + v; 112,

U = arg mln ILyU) + Z Z yi) (o) — Umdk )
=1 j=1 (314)
[

)

: k
‘1‘5 | pf; — uijds;

SHH argmlnzz pE) TSPk + 1s,(S). (3.15)

=1 j=1

Les sous problémes (3.13)-(3.15) sont résolus en prenant les conditions d’optimalité du
premier ordre, comme pour la méthode AO. De ce fait, les formulations obtenues sont
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assez proches

1 — 1
k+1 _ k k
vt = Z <:vZ —d;; — ry”) , (3.16)
=1
1
k+1 k
7L E— 3.17
9T Rk Y (3.17)
SEFL = det(Eh) /P (xh) 7, (3.18)
avec,
¢ kT sk
BT = (diy) " Z;
=1 2
Z; = zij+rpy,
1 o 1
k
o = = —_—,
Lo Z EAE
2? = ZPZ(P?;’)T
=1

3.2.2 Solution du sous probléme (3.10) en D

Le sous probléeme en D : (D, P) est un probléme d’optimisation sans contrainte.
Comme D — F(D) = %, (U1 D, Y*) est quadratique, I'unique solution est obtenue
en résolvant I’équation du gradient VF(D) = 0. Un calcul simple permet d’obtenir le
systéme linéaire suivant en (dij, p;;)

r(1+4 (uffl)z)dij — Tufj'lpij = ufflzfj — yfj +r(x; — v?“) (3.19)
—rultd; + (285 +l)p,; = -z (3.20)
Il s’ensuit qu’a chaque itération, on résout nc systemes linéaires de taille 2p
d. .
k ijs k
Ak — b, (3.21)
b;;
k k
AP r(l+ (ui™HHE —rufT
" frufj'll[ 2.5'31-“"'1 +7rL |’
k k
bt gy 2l =yl (i — vy ]
K _zk
L ij
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3.2.3 Algorithme

Pour résumer la méthode ADMM, nous présentons I'algorithme 2. La condition
d’arrét est désormais l'erreur relative sur toutes les variables primales et duales in-
férieure & 1073, Pour ¢ itérations, la complexité de notre méthode est la méme en
O(tnc?p). Nous devrions initialiser ADMM par D aléatoire, mais il est plus simple de
commencer avec U aléatoire et de construire toutes les autres variables, via les formules
(2.12)-(2.14) et (3.6)-(3.7). Les multiplicateurs de Lagrange sont initialisés en résolvant
la condition d’optimalité du premiere ordre (3.4)-(3.7) (dériver le lagrangien selon les

variables D, P) : 20, = QS’?p?ﬁy?j = u;z);, Vi, j.

Algorithme 2 ADMM

: Entrée : ¢,r

err=1,k =0,

. Initialisation aléatoire ou via ADMM (euclidien).

. tant que err > 1073 faire

E<—k+1

pour ky; =1 jusqu’a it, = 5 faire
V¥ 8F et U respectivement selon (3.16), (3.18) et (3.17)
D", P* selon la résolution du systéme (3.21)

fin pour

10: Yk, ZF respectivement selon (3.11) et (3.12)

1 err | (UD)F — (U,D)L |/ || (UD) |

12: fin tant que

13: Sortie : U* VF 8"

© P NPT R

4 Expériences numériques

Dans cette section, nous avons étudié les performances de notre méthode ADMM
pour le probleme FCM avec la distance de Mahalanobis. Nous avons utilisé Matlab
(R2021). Le terme de pénalité r influence la performance d’ADMM. Afin d’affiner
au mieux ce paramétrage, nous avons normalisé toutes les données entre [—1,1], i.e.,
-1 <z <1, Vil € [1,n] x [1,p]. Le choix de la valeur est trés important, si r est
trop petit, la convergence n’est pas assurée. Le probleme doit étre au moins fermé, il
faut que la pénalité assure la coordination des variables. Pour ce faire, nous choisissons
de donner par défaut une importance égale entre la partie augmentée du Lagrangien
et la fonction objectif. Les données étant entre -1 et 1, la distance maximale est de
2v/2(< 4) sur les p attributs, n objets et ¢ classes, d’oil r4 = 4cnp. Pour trouver la
valeur optimale r*, nous testons plusieurs valeurs et conservons celle qui converge le
plus rapidement (itérations).

Dans notre étude, nous avons fixé m = 2 et p; = 1,Vj € [1,¢]. Nous comparons

les 3 algorithmes suivants :
— FCM-GK, la méthode originale avec I'optimisation alternée sur le modele GK.
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— ADMM,.,.., ADMM appliquée au Lagrangien augmenté (3.8), avec la valeur de
pénalité optimale 7*.

— ADMM,,, le méme algorithme avec la valeur par défaut r4.
Afin d’évaluer ces différentes méthodes, nous allons utiliser un critére d’évaluation ex-
terne qui mesure la ressemblance entre deux partitions. Ici, les données sont étiquetées,
nous pouvons les comparer avec celles obtenues par les méthodes. Il est cependant né-
cessaire de transformer les partitions floues en partitions dures en affectant a chaque
objet la classe ayant la plus forte appartenance.
Nous avons utilisé I’Ajusted Rand Index (ARI) introduit par (Hubert et Arabie, 1985).
Soieut deux partitions m; et 73, on note a le nombre de paires d’objets qui sont dans le
méme groupe dans m; et mo, b le nombre de paires d’objets qui sont dans des groupes
différents dans 7 et ms, ¢ le nombre de paires qui sont dans le méme groupe dans m;
mais pas dans 7 et d le nombre de paires qui sont dans le méme groupe dans 7y mais
pas dans 7.

2(ab — cd)

(a+d)(d+b)+ (a+c)(c+b)

Nous avons utilisé 11 jeux de données. Les 5 premiers sélectionnés sont des données
réelles issues de la librairie UCI! : IRIS, WINE, SEEDS, WDBC et DRYBEAN. Nous
avons référencé dans le tableau 1 leurs caractéristiques, c’est-a-dire le nombre de classes
¢, d’objets n et d’attributs p, ainsi que le parametre de pénalité optimale r* et par
défaut r4. Nous avons aussi utilisé 6 jeux de données synthétiques?. Deux jeux issus

ARI(Wl,’]TQ) =

IRIS WINE SEEDS WDBC DRYBEAN

c 3 3 3 2 7
n 150 178 210 569 13611
» 4 13 7 30 16

= 30 40 1500 1700 1.710°
ra 7200 27768 17640 136560 6.097.728

TAB. 1 — Caractéristiques des jeux de données UCI

de 3 familles A sets, DIM sets et S sets. Leurs caractéristiques sont présentées dans le
tableau 2.

Pour une insensibilité des résultats a I’initialisation, nous avons d’abord exécuté ADMM
avec la distance euclidien avec » = 2,5 et fixant un nombre d’itérations maximal a 50
en partant avec U aléatoire.

Le tableau 3 permet de constater que les méthodes ADMM sont globalement
plus performantes que la méthode FCM-GK. Sauf pour DRYBEAN, ou FCM-GK est
meilleur. Il semble que le nombre bien plus important d’individus par classe et le ratio
nombre de classes et nombre d’individus expliquent ce comportement.

Le tableau 4, correspondant aux résultats pour les données synthétiques, confirme cette

1. https ://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.php
2. https ://cs.joensuu.fi/sipu/datasets/
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Al A3 DIM32 DIM64 S1 S3
c 20 50 16 16 15 15
n 3000 7500 1024 1024 5000 5000
P 2 2 32 64 2 2
r* 10 10 500 500 20 20
T4 4,8.10% 3.108 221 222 6.10° 6.10°
TAB. 2 — Caractéristiques des jeux synthétiques.
IRIS WINE SEEDS WDBC DRYBEAN
FCM-GK 0.74 0.34 0.72 0.41 0.70
ADMM, .« 0.78 0.81 0.71 0.74 0.32
ADMM,,, 0.72 0.90 0.71 0.74 0.32

TAB. 3~ Score ARI (UCI).

caractéristique : plus le nombre de classes est important (A1, A3) moins le score ARI
sera élevé. En revanche, plus le nombre de dimensions (DIM32, DIM64) est importante,
meilleur est le score.

Al A3 DIM32 DIM64 S1 S3
FCM-GK 0.90 0.93 0.44 0.18 0.97 0.66
ADMM,.« 0.23 0.16 0.57 0.68 0.33 0.24
ADMM,., 0.20 0.16 0.57 0.68 0.33 0.26

TaB. 4 — Score ARI (Données synthétiques).

Le tableau 5 recense le temps d’exécution des algorithmes lorsqu’il est significatif
(supérieur & une seconde). Nous observons que les méthodes ADMM sont souvent plus
rapides. Le temps d’exécution est intrinséquement lié au nombre d’itérations (k) qui
varie selon les jeux de données généralement entre 2 et 4 pour ADMM, , 4 et 10
ADMM,.« et 50 et 200 pour FCM-GK.

5 Conclusion

Nous avons proposé une application de la méthode ADMM pour le modele de clus-
tering FCM avec la distance de Mahalanobis. L'intérét de cette méthode est de diviser
le probléme en une séquence de sous-problémes plus simples, faciles a résoudre. La
convergence vers le méme minimum, supposé global, est assurée.

Les résultats obtenus sur plusieurs jeux de données (réels ou synthétiques) montrent de
bonnes performances, en termes de ratios d’échantillons bien classés, lorsque le nombre
de classes n’est pas trop grand ou lorsque le nombre de dimensions est significativement
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A3 DIM32 DIM64 DRYBEAN S3
FCM-GK 129440 14+4 30£7 69+3 14+£12
ADMM,.« 8.3+0.1 13.2£0.1 4940.2 72£3 2.5£0.1
ADMM,, 8.54+0.1 8.14+0.1 33+0.1 63+2 1.6+0.1

TAB. 5 — Temps CPU en seconde (moyenne £ écart type).

plus élevé. Dans le cas contraire, le score ARI est moins bon que la méthode FCM-GK,
notamment en deux dimensions. Pour simplifier 'utilisation de notre méthode, nous
avons proposé une valeur par défaut pour le terme de pénalité (hyper paramétre), dont
la convergence est assurée et proche de celle de la valeur optimale.

Les résultats sont trés encourageants. Pour les confirmer, nous désirons appliquer
notre méthode a un jeu de données provenant de la biologie, o de nombreux objets
a classifier possédent un grand nombre d’attributs. Pour faciliter 1'utilisation de notre
méthode, une formulation avec une pénalité adaptative est envisagée pour remplacer
I’étude du r optimal. Enfin notre étude ouvre la possibilité d’appliquer la méthode
ADMM a d’autres méthodes de clustering, ayant une fonction objective non convexe
et en particulier celles utilisant actuellement ’optimisation alternée.
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Summary

Among the clustering methods, K-Means and variants are very popular. These
methods solve at each iteration the first order optimality conditions. However, in some
cases, the function to be minimized is not convex, as for the Fuzzy C-Means version with
Mahalanobis distance (FCM-GK). In this study, we apply the Alternating Directions
Method of Multiplier (ADMM) to ensure a good convergence. ADMM is often applied
to solve a separable convex minimization problem with linear constraints. ADMM is
a decomposition/coordination method with a coordination step provided by Lagrange
multipliers. By appropriately introducing auxiliary variables, this method allows the
problem to be decomposed into easily solvable convex subproblems while keeping the
same iterative structure. Numerical results have demonstrated the significant perfor-
mance of the proposed method compared to the standard method especially for high
dimensional data.
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