
Indie Probabiliste Disriminantde Vraisemblane du Lien pour des Donn�eesVolumineusesIsra�el-C�esar Lerman�, J�erôme Az�e���Irisa-Universit�e de Rennes 1Campus de Beaulieu35042 Rennes C�edexlerman�irisa.fr��Laboratoire de Reherhe en InformatiqueUniversit�e Paris-Sud91405 Orsayaze�lri.frR�esum�e. On sait que l'indie probabiliste impliatif usuel de vraisem-blane du lien �evaluant de fa�on intrins�eque une r�egle d'assoiation, n'estplus disriminant si le nombre d'observations augmente suÆsamment. Lebut de et artile est de montrer l'extension disriminante de et indieprobabiliste pour �evaluer une r�egle d'assoiation, mais, dans le ontexted'un ensemble de r�egles. Cette approhe a �et�e propos�ee de longue dateet a �et�e valid�ee dans le adre de la lassi�ation hi�erarhique AVL (Ana-lyse de la Vraisemblane des Liens) d'un ensemble d'attributs de typesquelonques. Une analyse exp�erimentale qui onsiste �a faire rô�tre lataille des donn�ees par l'adjontion de ontre-exemples �a tous les attributs,montre toute la pertinene de la d�emarhe statistique. Cette derni�ere est,au pr�ealable, justi��ee oneptuellement.Mots Cl�es : R�egle d'assoiation, indie probabiliste disriminant, vali-dit�e.1 IntrodutionLa donn�ee est un tableau d'inidene ou d'existene �a double entr�ee de dimen-sion n � p roisant un ensemble O = foij1 � i � ng de n objets ave un ensembleA = faj j1 � j � pg de p attributs bool�eens. On peut noter �ji la valeur (( vrai ))ou (( faux )) de l'attribut aj sur l'objet oi : �ji = aj(oi); 1 � i � n; 1 � j � p. Onode g�en�eralement 1 la valeur (( vrai )) et 0, la valeur (( faux )). On peut supposer sansrestreindre la g�en�eralit�e que la valeur (( vrai )) �a un attribut est s�emantiquement plussigni�ante que la valeur (( faux )) �a et attribut. Cela, le plus souvent, se traduit sta-tistiquement par le fait que le nombre d'objets o�u l'attribut est �a (( vrai )) est inf�erieurau nombre d'objets o�u l'attribut est �a (( faux )). La repr�esentation que nous adoptonsd'un attribut bool�een a est son extension O(a) qui est le sous-ensemble des objets o�ua est �a (( vrai )). Ainsi A se trouve repr�esent�e par un ensemble de parties de l'ensemble



Indie Probabiliste DisriminantO des objets.L'ensemble O des objets se trouve en g�en�eral d�etermin�e par un ensemble d'appren-tissage ou �ehantillon d'un univers U d'objets. Quant �a l'ensemble A des attributsbool�eens, il peut lui-même r�esulter de onjontions (d'attributs bool�eens) provenantd'un ensemble B. Ces derni�eres appel�ees ommun�ement (( itemsets )), sont r�eolt�esdans le treillis des parties de O repr�esentant les onjontions de B. Le probl�eme de lad�etermination d'itemsets (( signi�atifs )) est un probl�eme fondamental et �a part enti�erede la fouille de donn�ees ((( Data Mining ))), mais qui ne nous onernera pas ii (Agra-wal et al. 1993, Brin et al. 1997).Ii, relativement �a l'ensemble A �A des ouples d'attributs, l'objetif est de mettreen �evidene eux des ouples de la forme (aj ; ak); 1 � j < k � p, pour lesquels unevaleur �a (( vrai )) de l'attribut aj est suseptible d'entrâ�ner une valeur �a (( vrai )) del'attribut ak. Il s'agit surtout et plutôt d'�evaluer de fa�on relative les degr�es d'impli-ation de la forme aj ) ak, au moyen d'un indie probabiliste de vraisemblane dulien, impliatif, valide sur les plans formel et statistique et disriminant en as de tr�esgrosses donn�ees.En e�et, lorsqu'un tel indie a pu être propos�e (Gras 1979, Lerman et al. 1981, Gras etLarher 1992) et, dans la mesure o�u une struture de liaison existait, il ne pouvait êtredisriminant que pour un nombre n d'objets qui ne soit pas trop �elev�e, disons inf�erieur�a 103. Alors qu'il y a lieu maintenant de g�erer de tr�es grosses bases de donn�ees (n del'ordre de entaines de milliers).Relativement �a un attribut a de A on d�esignera par :a le sous ensemble ompl�ementairede O(a) dans O. Relativement �a un ouple (a; b) de A �A, on introduit naturellementles onjontions a^b, a^:b, :a^b et :a^:b qui sont respetivement repr�esent�ees parO(a) \ O(b), O(a) \O(:b), O(:a) \ O(b) et O(:a) \ O(:b). Les ardinaux respetifsde es ensembles sont not�es n(a ^ b), n(a ^ :b), n(:a ^ b) et n(:a ^ :b). Alors qu'onnote n(a) et n(b) les ardinaux de O(a) et de O(b).Aux pr�e�edents ardinaux, on peut respetivement assoier les proportions qui rap-portent es ardinaux au nombre total n d'observations (n = ard(O)). On a ainsi lesproportions p(a ^ b), p(a ^ :b), p(:a ^ b) et p(:a ^ :b).Alors qu'il s'agit de omparer deux �a deux un ensemble d'impliations valu�ees, l'in-die probabiliste impliatif lassique de vraisemblane du lien, mentionn�e i-dessus,ne fait intervenir, relativement �a l'�evaluation a ) b, que les param�etres li�es �a (a; b);soit (n; p(a ^ b); p(a ^ :b); p(:a; b); p(:a;:b)). Il s'agit, omme d'ailleurs pour ainsidire, tous les indies propos�es dans la litt�erature, d'une omparaison (( absolue )) ou(( hors ontexte )), le ontexte �etant d�e�ni par l'ensemble de toutes les omparaisons.Cet indie que nous appellons aussi (( loal )) peut s'apparenter au ompl�ement �a 1de e que l'on appelle la (( P-value )) (seuil ritique). L'optique est essentiellement dis-tinte de elle des tests d'ind�ependane statistique (Bernard et Charron 1996). Elle ser�ef�ere plutôt �a la philosophie de la th�eorie de l'information o�u il s'agit de quanti�er un�ev�enement qui nous int�eresse par un indie qui se r�ef�ere �a une �ehelle de probabilit�e.La valeur de et indie est d'autant plus grande que l'�ev�enement est orient�e dans lesens que nous souhaitons, relativement �a toutes les situations qu'il aurait pu ouper.RNTI - 1



Lerman et Az�e.Dans notre as, l'�ev�enement onern�e orrespond �a l'observation du tableau de ontin-gene fn(a ^ b); n(a ^ :b); n(:a ^ b); n(:a ^ :b)g. Pr�eisons de plus que le but n'estpas seulement, pour haune des assertions aj ) ak, de retenir un seuil de l'indie telqu'au del�a duquel l'impliation se trouve valid�ee. Il s'agit plutôt d'organiser de fa�onrelative toutes les impliations potentielles selon leurs intensit�es respetives.Comme nous venons de l'exprimer, la plupart, sinon tous, des indies d'impliationont un arat�ere absolu et peuvent se r�eduire, notamment �a des �ns de omparai-son entre impliations, �a des fontions des param�etres de la forme (p(a ^ b); p(a ^:b); p(:a^ b); p(:a^:b)), qui sont des proportions. On pourra ommener par remar-quer que es param�etres se r�eduisent �a un syst�eme de trois param�etres ind�ependants(p(a^ b); p(a); p(b)). Ces indies sont don, par nature, disriminants quelle que soit lavaleur n du nombre d'observations. Par ontre, les valeurs des impliations sont inva-riantes quel que soit n, pourvu que les proportions onernant les ouples d'attributs,soient pr�eserv�ees.Il en est ainsi par exemple des indies : Con�ane (Agrawal et al. 1993), L�vinger(Loevinger 1947), Piatetsky-Shapiro (Piatetsky-Shapiro 1991), Brin et al. (Brin et al.1997), Corr�elation (Pearson 1900), ontribution orient�ee au �2 de Lerman et al. (Ler-man et al. 1981), J-mesure de Goodman et Smith (Rodney M. Goodman 1988), Indied'inlusion de Gras et al. (Gras et al. 2001). Cependant, l'�evaluation de l'impliationne peut pas être insensible �a la valeur de n.Certains des indies pr�e�edents ont un arat�ere sym�etrique; 'est-�a-dire, que leursexpressions sont invariantes si on remplae le ouple (a; b) d'attributs bool�eens parle ouple (b; a). Ils �evaluent diretement une similarit�e d'�equivalene (a , b), qui in-lut bien sûr la similarit�e d'impliation (a ) b). C'est surtout l'�etude de la similarit�ed'�equivalene qui a domin�e la litt�erature de l'analyse des donn�ees.Dans es onditions, nous pr�esenterons d'abord l'approhe probabiliste de onstru-tion de l'indie de vraisemblane du lien entre attributs bool�eens dans le as sym�etrique.Au paragraphe 2, on indique ette onstrution dans le as absolu ou (( hors ontexte ))o�u l'observation sur O du seul ouple (a; b) d'attributs bool�eens est prise en ompte.C'est la oneption loale de l'indie probabiliste qui rend e dernier non �nementdisriminant pour n = ard(O) suÆsamment grand. C'est ainsi qu'au paragraphe 3,nous onsid�ererons la onstrution de l'indie probabiliste de vraisemblane du lien(( dans le ontexte )), relativement aux omparaisons mutuelles entre attributs de l'en-semble A des attributs. Nous montrerons omment nos onstrutions, d'abord (( endehors du ontexte )) puis (( dans le ontexte )), renontrent de fa�on originale des in-dies pouvant être reli�es �a la th�eorie du �2, notamment l'indie d�ej�a mentionn�e, ditde la ontribution orient�ee au �2. Au paragraphe 3, au ours de la onstrution, 'estune m�ethode de normalisation globale qui permet de situer de fa�on disriminante,les uns par rapport aux autres, les di��erents indies, dans le adre d'une �ehelle deprobabilit�e (Lerman 1984, Lerman et al. 1981). Le paragraphe 4 est d�evolu �a l'�etudede la similarit�e impliative. On pr�esente au paragraphe 4.1 quelques indies lassiquesRNTI - 1



Indie Probabiliste Disriminantou moins lassiques en les analysant, qui s'expriment en fontion des seuls param�etres(p(a ^ b); p(a); p(b)). Au paragraphe 4.2, on onsid�ere l'indie impliatif loal de lavraisemblane du lien et elui dit d' (( intensit�e entropique )) (Gras et al. 2001). En�net surtout, nous d�evelopperons au paragraphe 4.3 la similarit�e impliative de vrai-semblane du lien (( dans le ontexte )), 'est-�a-dire, relativement �a un ensemble �ltr�ed'impliations potentielles. Cet indie, essentiellement probabiliste, qui suppose unenormalisation globale par rapport au ontexte impliatif, est n�eessairement �nementdisriminant, quelle que soit la taille n de l'ensemble des objets. C'est pr�eis�ement auparagraphe 5 que nous rapportons les r�esultats exp�erimentaux montrant le ompor-tement du nouvel indie dit Intensit�e d'Impliation Normalis�ee (IIN) relativement �al'indie plus lassique de la vraisemblane du lien (Intensit�e d'Impliation (II)). Uneonlusion au paragraphe 6 pr�eisera l'apport et la perspetive qu'o�re e travail.2 Comparaison (( hors ontexte )) entre deux attri-buts2.1 D�emarhe adopt�ee par rapport �a une hypoth�ese d'absenede liaison (h.a.l.)Soit (a; b) un ouple d'attributs bool�eens issu de A�A. Nous avons d�ej�a introduit i-dessus la repr�esentation ensembliste de e dernier, ainsi que les param�etres ardinauxn(a ^ b), n(a ^ :b), n(:a ^ b) et n(:a ^ :b). Nous supposons pour �xer les id�eesque n(a) < n(b). Le probl�eme de l'�evaluation du degr�e d'�equivalene entre a et b(a, b) a pr�e�ed�e elui du degr�e d'impliation a) b. Pour le premier probl�eme et dansl'optique de la omparaison deux �a deux de l'ensemble A des attributs, de nombreuxoeÆients ont �et�e propos�es et qui peuvent tous s'exprimer en fontion des param�etres(n(a^b); n(a); n(b); n) ou d'ailleurs aussi en fontion des proportions (p(a^b); p(a); p(b))qui rapportent n(a ^ b), n(a) et n(b) �a n. Ainsi, n(a ^ b) - qui repr�esente le nombred'objets o�u a^b est �a (( vrai )) - apparâ�t omme un param�etre fondamental. Il s'agit del'indie (( brut )) d'assoiation. D'autre part, expliitement ou impliitement, la plupartdes oeÆients proposent haun une normalisation par rapport aux tailles n(a) etn(b). En e�et, toutes hoses �etant �egales par ailleurs, une forte (resp. faible) valeur dees param�etres onduit �a une forte (resp. faible) valeur de n(a ^ b). Notre approhedans es onditions a onsist�e �a proposer une normalisation par rapport �a un mod�eleprobabiliste d'absene de liaison de la forme(O(a);O(b);O) ! (X ;Y ;
) (1)o�u 
 est sinon O, un ensemble al�eatoire assoi�e ; et, pour 
 �x�e, X et Y sontdeux parties al�eatoires ind�ependantes de 
 respetivement assoi�ees �a O(a) et O(b).Le mod�ele que nous notons N , est onstruit de telle fa�on que 
, X et Y respetentsinon exatement, du moins en esp�erane math�ematique les ardinaux n, n(a), et n(b).La partie al�eatoire X (resp. Y) peut �egalement être not�ee O(a�) (resp. O(b�)) o�u a�(resp. b�) est l'attribut bool�een al�eatoire assoi�e �a a (resp. b). Dans es onditions, enRNTI - 1



Lerman et Az�e.reprenant nos notations habituelles, �a s = n(a^ b) = ard[O(a)\O(b)℄, nous assoionssous le mod�ele (1), une variable al�eatoireS = n(a� ^ b�) = ard(X \ Y) (2)o�u (a�; b�) est le ouple d'attributs bool�eens al�eatoires ind�ependants orrespondant�a (a; b). S est l'indie brut al�eatoire.La premi�ere forme de normalisation onsiste �a entrer et �a r�eduire s au moyen del'esp�erane math�ematique et de l'�eart type de S. On obtient dans es onditions leoeÆient q(a; b) = s� E(S)pvar(S) (3)o�u E(S) et var(S) d�esignent l'esp�erane math�ematique et la variane de S.L'indie probabiliste (( loal )) de la vraisemblane du lien d�e�nit la deuxi�eme forme denormalisation. Il s'�eritI(a; b) = PrfS � sjNg = Prfq(a�; b�) � q(a; b)jNg (4)Dans un tel indie, le degr�e d'assoiation entre a et b est �evalu�e �a partir du degr�ed'invraisemblane de la grandeur de s, eu �egard �a l'hypoth�ese d'absene de liaison N .Bien que l'indie (4) orresponde au ompl�ement �a l'unit�e d'un seuil ritique au sensdes tests d'hypoth�ese d'ind�ependane, il ne s'agit nullement ii d'un test onditionnel(Bernard et Charron 1996) mais d'une �evaluation probabiliste onditionn�ee par lestailles n(a) et n(b).Nous avons mis en �evidene trois formes fondamentales de l'hypoth�ese d'absene deliaison N que nous notons N1, N2 et N3. Elles se distinguent dans la mani�ere d'assoier�a un sous ensemble O() de O, une partie al�eatoire L d'un ensemble 
 (Lerman et al.1981). D�esignons ii par P (
) l'ensemble des parties de 
 organis�e en niveaux �a partirde la relation d'inlusion.Pour N1, 
 = O et L est un �el�ement al�eatoire pris uniform�ement au hasard sur leniveau n() de P (
).Pour N2, 
 = O ; mais le mod�ele du hoix L est �a deux pas. Le premier onsiste en lehoix al�eatoire d'un niveau et le seond onsiste en le hoix al�eatoire et uniform�ementr�eparti d'un �el�ement de e niveau. Pr�eisons que le hoix du niveau k; 0 � k � n,s'e�etue ave la probabilit�e binomiale Cknp()kp(:)n�k o�u, ave des notations quel'on omprend, p() = n()n et p(:) = n(:)n .N3 est un mod�ele al�eatoire �a trois pas. Le premier onsiste �a assoier �a O un ensembleal�eatoire 
 d'objets - pour �xer les id�ees, de même nature que eux observ�es - la seulearat�eristique al�eatoire de 
 est sa ardinalit�e N qui est suppos�ee suivre une loi dePoisson de param�etre n = ard(O). Les deux autres pas sont analogues �a eux dumod�ele N2. Pour N = m �x�e et 
0 un ensemble de taille m, L est une partie al�eatoirede 
0. L n'est d�e�nie que pour m � n() et dans e as on pose  le rapport n()m .RNTI - 1



Indie Probabiliste DisriminantDans es onditions, le hoix du niveau k de P(
0) se fait ave la probabilit�e binomialeCkmk(1 � )n�k. Pour un niveau hoisi, le hoix de L se fait alors uniform�ement auhasard sur e niveau.On d�emontre (Lerman et al. 1981) que la distribution de l'indie brut al�eatoire S [f.(2)℄ est :{ hyperg�eom�etrique de param�etres (n; n(a); n(b)) sous l'hypoth�ese N1 ;{ binomiale de param�etres (n; p(a) � p(b)) sous l'hypoth�ese N2 ;{ de Poisson de param�etres (n; n � p(a) � p(b)) sous l'hypoth�ese N3.2.2 Les di��erentes formes d'un indie statistiquement norma-lis�eOn d�emontre que, pour la premi�ere forme de normalisation, on obtient les indiessuivants : q1(a; b) = pn � p(a ^ b)� p(a) � p(b)pp(a) � p(b) � p(:a) � p(:b) (5)q2(a; b) = pn � p(a ^ b)� p(a) � p(b)pp(a) � p(b) � [1� p(a) � p(b)℄ (6)et q3(a; b) = pn � p(a ^ b)� p(a) � p(b)pp(a) � p(b) (7)L'indie q1(a; b) est parfaitement sym�etrique dans e sens o�uq1(a; b) = q1(:a;:b) (8)On suppose que les attributs bool�eens (sous leur forme positive) ont �et�e �etablisde telle fa�on que la proportion relative d'objets o�u un même attribut est �a (( vrai ))est inf�erieure �a 0:5 (voir l'introdution). Dans es onditions, on peut d�emontrer lesin�egalit�es suivantes : q2(a; b) > q2(:a;:b) (9)et q3(a; b) > q3(:a;:b) (10)La derni�ere in�egalit�e �etant plus pronon�ee que elle qui pr�e�ede, nous nous limite-rons �a onsid�erer les deux indies les plus di��ereni�es que sont q1(a; b) et q3(a; b). UneRNTI - 1



Lerman et Az�e.autre raison de la r�etention de es deux indies est formelle et statistique. En d�esignantpar �2f(a;:a); (b;:b)g la statistique du �2 assoi�ee au tableau de ontingene 2 � 2,roisant sur O (a;:a) et (b;:b), on a�2f(a;:a); (b;:b)g = [q1(a; b)℄2= [q3(a; b)℄2 + [q3(a;:b)℄2 +[q3(:a; b)℄2 + [q3(:a;:b)℄2 (11)Ainsi, q3(a; b) est e que nous appelons la ontribution orient�ee de la ase (a; b) �ala statistique du �2.En divisant par pn les indies q1 et q3 on obtient les indies assoi�es 1 et 3 qui ontle sens d'une orr�elation, qui est omprise entre �1 et +1 pour 1 et dans un intervalleplus resserr�e pour 3 (d�ependant de p(a) et de p(b)) :1(a; b) = p(a ^ b)� p(a) � p(b)pp(a) � p(b) � p(:a) � p(:b) (12)et 3(a; b) = p(a ^ b)� p(a) � p(b)pp(a) � p(b) (13)D�esignons maintenant par dab la densit�e relative de la probabilit�e empirique jointepar rapport au produit des probabilit�es marginales. Nomm�ement,dab = p(a ^ b)p(a) � p(b) (14)Ce dernier indie est diretement li�e �a elui tab introduit dans (Bernard et Charron1996) au moyen de la relation tab = dab � 1 (15)On peut maintenant exprimer 1(a; b) et 3(a; b) en fontion de dab et des propor-tions maginales. On a1(a; b) =s p(a) � p(b)p(:a) � p(:b) � (dab � 1) (16)3(a; b) =pp(a) � p(b) � (dab � 1) (17)RNTI - 1



Indie Probabiliste Disriminant2.3 Comportement de l'indie probabiliste loal de la vraisem-blane du lienLa forme g�en�erale de et indie est donn�ee dans l'expression (4) o�u l'hypoth�esed'absene de liaison N n'est pas sp�ei��ee. En faisant respetivement N = N1, N =N2 ou N = N3, on remplaera q par q1, q2 ou q3. Grâe au alul informatique, laprobabilit�e Pr(S � sjNi)(i = 1; 2 ou 3) peut être alul�ee de fa�on exate pour n assezgrand. On se r�ef�erera �a la fontion de r�epartition de la loi hyperg�eom�etrique, binomialeou de Poisson selon que i = 1; 2 ou 3. De toute fa�on, pour n assez grand (par exemplesup�erieur �a 100) la loi de probabilit�e de S peut être approxim�ee de fa�on pr�eise parla loi normale et on a :Ii(a; b) = PrfS � sjNig = �[qi(a; b)℄ = �[pni(a; b)℄ (18)o�u � est la fontion de r�epartition de la loi normale entr�ee et r�eduite et o�u i = 1; 2ou 3.On se rend ainsi ompte que si dab est sensiblement sup�erieur �a 1, l'indie probabilisteloal devient tr�es voisin de l'unit�e pour n assez grand. D'autre part, si dab est sen-siblement inf�erieur �a 1, l'indie probabiliste devient tr�es voisin de z�ero pour n assezgrand. Ainsi, si n est tr�es grand, ompte tenu de la pr�eision alul aessible, et indieloal ne permet - sur un ensemble A d'attributs bool�eens - que de distinguer : d'unepart, les paires d'attributs li�es positivement et d'autre part, les paires d'attributs li�esn�egativement.Imaginons maintenant, omme il est d'usage en inf�erene statistique, que l'ensemble Odes objets est un ensemble d'apprentissage issu d'un univers U d'objets selon le modedu sondage al�eatoire. Nous d�esignons respetivement par �(a), �(b) et �(a^ b) les pro-portions d'objets o�u les attributs a, b et a ^ b sont �a (( vrai )). �(a), �(b) et �(a ^ b)s'interpr�etent �egalement omme �etant les probabilit�es que, respetivement a, b et a^ bsoient �a (( vrai )) sur un objet pris uniform�eement au hasard dans U . D�esignons alorspar �i(a; b) l'expression orrespondante �a i(a; b) au niveau de U , i = 1; 2 ou 3. De lasorte, i(a; b) est une estimation de �i(a; b), d'autant plus pr�eise que n est grand. Sion indique par Æ(a; b) l'expression orrespondant �a (18) au niveau de U , on omprendque, pour n suÆsamment grand, si{ Æ(a; b) < 1, Ii(a; b) [f. (18)℄ devient un nombre suÆsamment voisin de 0 ;{ Æ(a; b) > 1, Ii(a; b) devient un nombre suÆsamment voisin de 1 ;alors que pour Æ(a; b) = 1, Ii(a; b) orrespond �a la r�ealisation d'une variable al�eatoireuniform�ement r�epartie sur l'intervalle [0; 1℄.Toutefois, le ontexte statistique dans lequel nous nous sommes situ�es est intrins�eque�a l'ensemble O des objets et 'est dans e ontexte qu'il y a lieu d'aboutir �a un indieprobabiliste disriminant. Cependant, et indie disriminant ne peut pas être obtenu sion n'avait �a omparer et dans l'absolu, que deux attributs bool�eens a et b seulement. Etd'ailleurs, si notre univers se limitait �a es deux seuls attributs, l'indie Ii(a; b);8i = 1; 2ou 3, tel qu'il a �et�e propos�e [f. (18)℄ est tout �a fait satisfaisant. En fait, l'objetifonsiste en la omparaison mutuelle de plusieurs paires d'attributs et g�en�eralement del'ensemble P2(A) de toutes les paires d'attributs.RNTI - 1



Lerman et Az�e.3 Comparaison (( dans le ontexte )) entre deux at-tributsNous allons ii onsid�erer l'�evaluation relative d'une similarit�e entre attributs bool�eensdans le ontexte d'un ensemble de paires d'attributs bool�eens. Il s'agira ii de l'ensembledes paires ou parties �a deux �el�ements d'attributs d'un ensemble de p attributs bool�eens.A = faj j1 � j � pg (19)Ainsi, �a partir de A �A on retient la struture ardinale suivantef(n(aj ^ ak); n(aj ^ :ak); n(:aj ^ ak); n(:aj ^ :ak))j1 � j < k � pg (20)On notera �egalement fn(aj)j1 � j � pg (21)la suite des ardinaux des ensembles O(aj); 1 � j � p. En même temps que lespr�e�edents ardinaux, on peut introduire les proportions qui rapportent es ardinauxau nombre total n d'observations. Aux tableaux (20) et (21) on assoie les tableauxdes proportionsf(p(aj ^ ak); p(aj ^ :ak); p(:aj ^ ak); p(:aj ^ :ak))j1 � j < k � pg (22)et fp(aj)j1 � j � pg (23)Reprenons l'indie q3(a; b) [f. (7)℄ d�e�ni loalement par entrage et r�edution re-lativement �a l'hypoth�ese d'absene de liaison N3. Nous avons d�ej�a fait remarquer queet indie a une propri�et�e int�eressante de dissym�etrie o�u la ressemblane entre attri-buts rares se trouve pontu�ee [f. (10)℄. On suppose pr�eis�ement que l'ensemble des pattributs bool�eens est �etabli de telle fa�on que, ave des notations que l'on omprend,n(aj) � n(:aj); 1 � j � p (24)Nous avons d�ej�a �evoqu�e dans l'introdution, relativement aux indies invariants parrapport aux proportions qu'un même syst�eme de valeurs (22) ne peut pas être �evalu�ede la même fa�on, relativement aux �equivalenes ou impliations qu'il induit, quelle quesoit la valeur de n, sur le plan statistique bien sûr, mais aussi sur le plan s�emantique.Il s'agit de plus de situer de fa�on relative les di��erentes assoiations. RNTI - 1



Indie Probabiliste DisriminantNous avons �egalement exprim�e [f. (11)℄ que q3(a; b) est la part orient�ee sur (a; b),relativement au �2 du tableau de ontingene 2 � 2, fa;:ag � fb;:bg.Maintenant, pour omparer de fa�on mutuelle et relative l'ensemble des paires d'attri-buts, introduisons la variane empirique de l'indie q3 sur l'ensemble P2(A) des parties�a deux �el�ements de A. Cette variane se met sous la forme :vare(q3) = 2p � (p� 1)Xf[q3(aj ; ak)�moye(q3)℄2j1 � j < k � pg (25)o�u moye(q3) = 2p � (p� 1)Xfq3(aj ; ak)j1 � j < k � pg (26)repr�esente la moyenne de l'indie q3 sur P2(A).Pour e�etuer la omparaison relative entre deux attributs faisant partie de A, a1 et a2pour �xer les id�ees, on introduit l'indie qg3(a1; a2), globalement normalis�e. Il s'agit tr�espr�eis�ement de la ontribution relative et orient�ee de q3(a1; a2) �a la variane vare(q3).Ainsi, qg3(a1; a2) a l'expression suivante :qg3(a1; a2) = q3(a1; a2)�moye(q3)pvare(q3) (27)L'indie probabiliste de la vraisemblane du lien se on�oit alors dans le adre d'unehypoth�ese d'absene de liaison globale o�u �a l'ensemble A des attributs [f. (19)℄, onassoie un ensemble A� = faj�j1 � j � pg (28)d'attributs al�eatoires ind�ependants onform�ement �a l'hypoth�ese d'absene de liaisonN3. Cet indie s'�erit pour (a1; a2)Pg(a1; a2) = Prfqg3(a1�; a2�) � qg3(a1; a2)jN3g (29)o�u qg3(a1�; a2�) = q3(a1�; a2�)�moye(q�3)pvare(q�3) (30)On d�emontre, et on s'en rend ompte exp�erimentalement (Lerman 1984, Daud�e1992), que l'indie probabiliste (29) peut être alul�e au moyen dePg(a1; a2) = �[qg3(a1; a2)℄ (31)RNTI - 1



Lerman et Az�e.o�u � est la fontion de r�epartition de la loi normale entr�ee et r�eduite.Signalons que la table des indiesfPg(aj ; ak)j1 � j < k � pg (32)onstitue l'argument de la m�ethode de lassi�ation asendante hi�erarhique AVL (Ana-lyse de la Vraisemblane des Liens) (Lerman 1991). D'autre part, pour toute m�ethoded'analyse des donn�ees travaillant ave des dissimilarit�es, notre approhe fournira latable des indies que nous appelons de (( dissimilarit�e informationnelle )) :fD(j; k) = �Log2(Pg(aj ; ak)℄j1 � j < k � pg (33)4 Indie de similarit�e impliative4.1 Des indies ind�ependants de n et du ontexteJusqu'�a pr�esent nous nous sommes int�eress�es �a l'�evaluation du degr�e d'�equivaleneou d'impliation mutuelle entre deux attributs bool�eens a et b, qu'on peut supposerissus de l'ensemble A des attributs [f. (19)℄. Nous nous sommes pour ela situ�es - vial'hypoth�ese d'absene de liaison - par rapport �a l'hypoth�ese d'ind�ependane statistique.Les indies que nous onsid�ererons ii se plaent impliitement ou expliitement parrapport �a ette hypoth�ese. Cependant, il s'agit ii d'�evaluer une relation dissym�etriquede la forme a ) b. Une telle relation se trouve ompl�etement v�eri��ee au niveau del'ensemble O d'objets, si le sous-ensemble O(a) o�u a est �a (( vrai )), se trouve inlusdans le sous ensemble O(b) o�u b est �a (( vrai )). En pratique, une telle ironstane estrare ; alors que la propension que b soit a (( vrai )) sahant que a est �a (( vrai )), estrelativement forte.Cependant, la situation d'inlusion totale peut être onsid�er�ee pour elle-même aveint�erêt. On peut en e�et, pour un indie donn�e, onsid�erer la famille de as param�etr�eepar (n; p(a); p(b)) o�u p(a ^ :b) = 0. On peut aussi, �a la mani�ere de (Piatetsky-Shapiro1991), s'int�eresser �a ertains aspets de la loi de probabilit�e de la proportion ondi-tionnelle (p(b�ja�) ; mais sous un mod�ele al�eatoire partiulier o�u on suppose onnâitrela taille N(a) du sous-ensemble de l'univers U o�u a est �a (( vrai )), ainsi que la taillen(a) des objets o�u a est �a (( vrai )) dans l'�ehantillon O. Les tailles de O et de U sont�egalement suppos�ees onnues.Maintenant, onsid�erons le as le plus r�ealiste et le plus fr�equent o�u le nombre d'ob-jets n(a ^ :b) est (( petit )) sans être nul.Dans es onditions, on se trouve onduit �a s'int�eresser �a la petitesse relative dunombre d'objets n(a ^ :b) o�u a est �a (( vrai )) sans que b le soit, 'est-�a-dire, les objetsqui ontredisent la relation a ) b. Pour �evaluer de fa�on pertinente ette petitesse,la plupart des indies herhent �a neutraliser, haun d'une fa�on, les e�ets des taillesn(a) et n(b). Cependant, pour n(a) et n(b) �x�es, il y a une ertaine onomittane desRNTI - 1



Indie Probabiliste Disriminantph�enom�enes : n(a ^ :b) (( petit )), n(a ^ b) (( grand )), n(:a ^ b) (( petit )) et n(:a;:b)(( grand )).De sorte que ertains indies propos�es ont un arat�ere parfaitement sym�etriquerelativement au ouple (a; b). Notre d�emarhe s'insrivant dans le ontexte des om-paraisons mutuelles, on peut neutraliser la valeur de n et s'exprimer au niveau d�ej�aintroduit des proportions (p(a ^ b); p(a ^ b); p(a ^ b); p(a ^ b)). La plupart, sinon tous,des indies peuvent se situer par rapport �a l'hypoth�ese d'ind�ependane d�e�nie parp(a ^ b) = p(a) � p(b). Le plus simple des indies selon (Piatetsky-Shapiro 1991) estelui (p(a^ b)� p(a) � p(b)) qui orrespond au num�erateur ommun de q1(a; b), q2(a; b)et q3(a; b) (f. 5,6,7). Cet indie ainsi que elui 1(a; b) sont pr�esent�es dans (Piatetsky-Shapiro 1991) au niveau de l'univers U des objets de taille N . Le dernier indie deorr�elation 1 orrespond �a elui de K. Pearson (Pearson 1900). Dans (Brin et al. 1997),on pr�esente �egalement sous l'appellation (( mesure d'int�erêt )) un indie sym�etrique, e-lui que nous avons appel�e dab (f. 14). Il est diretement li�e �a la ontribution au �2de la ellule (a; b). Cette ontribution peut s'exprimer par [q3(a; b)℄2, alors, que e quenous onsid�erions dans (Lerman et al. 1981) 'est la ontribution orient�ee q3(�; �) pourhaune des ellules (�; �) de fa;:ag�fb;:bg (f 11). Maintenant, l'objetif prinipaldans (Brin et al. 1997) est de pouvoir, grâe �a une propri�et�e de fermeture, pro�eder�a l'�elagage du treillis des itemsets, en utilisant l'indie du �2, plutôt que elui dit deon�ane (f. i-dessous), omme il est usuel de le faire. Il en r�esulte un aent parti-ulier et int�eressant quant �a la prise en ompte des attributs sous la forme n�egative.N�eanmoins, la plupart des indies sont dissym�etriques et pontuent plus lairementle degr�e de petitesse de n(a ^ :b) omparativement �a l'importane de n(a ^ b). Bienque ela n'intervienne pas diretement, nous supposerons la ondition de oh�erenen(a) � n(b) qui autorise l'inlusion totale de O(a) dans O(b).L'indie le plus simple et le plus diret qu'il y a lieu d'�evoquer est elui de laon�ane (Agrawal et al. 1993). Il est d�e�ni par la proportion onditionnelle p(bja) =p(a^b)p(a) . Il varie entre 0 et 1 ; 0 en as de disjontion entre O(a) et O(b) et 1, en asd'inlusion de O(a) dans O(b). Une analyse int�eressante de et indie, omparativementaux di��erents indies propos�es dans la litt�erature est men�ee dans (Lallih et Teytaud2003). Le deuxi�eme indie tr�es lassique et qui fait r�ef�erene qu'il y a lieu d'exprimer,est dû �a J. Loevinger (Loevinger 1947). Il peut, par rapport �a nos notations [f. (14)℄s'exprimer omme suit : H(a; b) = 1� d(a;:b) (34)On suppose ii les deux in�egalit�es (( naturelles )) p(a) � p(b) et p(a) � p(:b). Dans esonditions, l'indie varie entre 1 en as de l'inlusion totale O(a) � O(b), passe par lavaleur 0 au niveau de l'ind�ependane et atteint la valeur n�egative �[ p(b)p(:b) ℄ dans le aso�u O(a) � O(:b) ; 'est-�a-dire, o�u 'est l'impliation oppos�ee �a a ) :b qui se trouvev�eri��ee.RNTI - 1



Lerman et Az�e.L'indie de L�vinger peut aussi se mettre sous la forme :H(a; b) = p(a ^ b)� p(a)p(b)p(a)p(:b) (35)Il orrespond don �a une r�edution dissym�etrique par rapport �a (a; b) du premierindie propos�e par G. Piatetsky-Shapiro (Piatetsky-Shapiro 1991).On peut aussi lairement situer l'indie H(a; b) par rapport �a elui 3(a;:b). Alorsque dans H(a; b), l'indie entr�e [p(a^:b)� p(a) � p(:b)℄ est r�eduit au moyen de p(a) �p(:b), e même indie entr�e est r�eduit au moyen de pp(a) � p(:b) dans le oeÆient3(a;:b). Ainsi, �3(a;:b), peut �egalement jouer le rôle d'un indie d'impliation,fontion seulement de [p(a ^ b); p(a); p(b)℄. Cet indie passe bien par la valeur 0 �al'ind�ependane, est �egal �app(a) � p(:b) dans le as o�u a) b est ompl�etement v�eri��eeet peut d�erô�tre jusqu'�a �p(b) �q p(a)p(:b) .Dans es onditions et lairement, l'indie disriminant que nous proposons, maishors ontexte, est d�e�ni par� 3(a;:b) = �p(a ^ :b) + p(a) � p(:b)pp(a) � p(b) (36)il s'agit de l'oppos�e de la ontribution orient�ee de la ase (a;:b) au oeÆient �2=n.L'indie �3(a;:b) est oh�erent ave la onstrution dans le ontexte de l'indie pro-babiliste de vraisemblane du lien (voir paragraphe 4.3). On d�emontre que les deuxbornes restent enserr�ees dans l'intervalle [�1;+1℄ ; alors que dans le as de H(a; b), laborne n�egative peut être, en valeur absolue, th�eoriquement aussi grande qu'on le veut.Plus pr�eis�ement et relativement �a l'indie �3(a;:b), on �etablit, sous les in�egalit�espos�ees (p(a) � p(b) et p(a) � p(:b)) que ses deux bornes sont omprises dans l'inter-valle [�p(b); p(:b)℄.Si on onsid�ere la ondition de oh�erene p(a) � p(b) permettant l'inlusion O(a) �O(b) et si on suppose, omme 'est le as g�en�eral dans l'�elaboration de l'ensemble desattributs bool�eens, que p(a) � p(:a) et p(b) � p(:b) (voir Introdution), alors on peut�etablir que les valeurs minimale et maximale de 3(a;:b) sont, respetivement, -0.5et +0.5. La borne sup�erieure i-dessus p(:b) est ainsi r�eduite. De sorte que, dans lesonditions de oh�erene mentionn�ees, si on d�esire un indie ompris entre 0 et 1, onposera : �3(a; b) = 0:5� 3(a;:b) (37)Signalons que dans les onditions de oh�erene que nous venons de poser, la borneminimale pour l'indie H(a; b) est sup�erieure ou �egale �a �1. De sorte, qu'on peut alorsd�e�nir un indie K(a; b) d�eriv�e de H(a; b) et ompris entre 0 et 1 sous la forme :K(a; b) = 12(H(a; b) + 1) (38)RNTI - 1



Indie Probabiliste DisriminantLes deux nouveaux indies deviennent �egaux �a 12 �a l'ind�ependane.Nous avons vu que di��erents indies pr�esent�es i-dessous pouvaient être situ�es parrapport au di��erents �el�ements rentrant dans la omposition de la statistique du �2assoi�e au tableau de ontingenes 2�2, d�e�ni pour le roisement fa;:ag�fb;:bg. Nousallons maintenant pr�esenter deux indies qui utilisent les omposants de la quantit�ed'information mutuelle assoi�ee �a un tel tableau. Cette derni�ere, peut prendre l'unedes trois formes suivantes :E = p(a ^ b) log2(d(a; b)) + p(a ^ :b) log2(d(a;:b))+ p(:a ^ b) log2(d(:a; b)) + p(:a ^ :b) log2(d(:a;:b)) (39)= E(a)� p(b)E(ajb)� p(b)E(ajb) (40)= E(b)� p(a)E(bja)� p(a)E(bja) (41)(42)o�u E(x) repr�esente l'entropie de la distribution (p(x); p(:x)) et o�u E(xjy) repr�esenteelle de la distribution onditionnelle (p(xjy); p(:xjy)), x et y �etant deux attributsbool�eens.La J-mesure de Goodman & Smith (Rodney M. Goodman 1988) orrespond pr�eis�ement,dans la premi�ere expression (39), �a la somme des deux premiers termes, o�u 'est l'attri-but a qui est d�elin�e. Alors que 'est l'attribut :a qui est pris en onsid�eration dans lasomme des deux derniers termes. Un deuxi�eme indie qui a un arat�ere essentiellemententropique est dû �a R. Gras (Gras et al. 2001) qui l'appelle indie d' (( inlusion )) Cedernier prend la forme : �(a; b) =pG(bja) �G(:aj:b) (43)o�u G(xjy) est la raine arr�ee positive deG2(xjy) = � 1�E2(xjy) si p(:x ^ y) � 12 � p(y)0 sinon (44)Cet indie utilise les entropies onditionnelles E(bja) et E(:aj:b) qui sont, respe-tivement, elles des distributions �a deux valeurs (p(bja); p(:bja)) et (p(:aj:b); p(aj:b)).La seule premi�ere entropie peut être r�eolt�ee omme un omposant onstitutif de laderni�ere expression (41) de l'information mutuelle E , alors que la deuxi�eme entropieest un �el�ement omposant de la pr�e�edente expression (40) de E .On notera que l'importane de l'indie 1 � E2(bja) traduit tout autant l'inlusionO(a) � O(b) que elle, logiquement ontraire, O(a) � O(:b) (E(bja) = E(:bja)).D'autre part, l'indie 1 � E2(:aj:b), traduit tout autant l'inlusion O(:b) � O(:a)que elle O(:b) � O(a) (E(:aj:b) = E(aj:b)). Cependant, ompte tenu de la ondi-tion apparaissant dans l'�equation (44), une valeur positive et non nulle de �(a; b) estonditionn�ee par p(bja) > p(:bja). Ainsi, l'indie d'inlusion ne prend une valeur po-sitive et non nulle que si haun des deux supports p(bja) et p(:aj:b) est sup�erieur �aRNTI - 1



Lerman et Az�e.0:5. Or, il y a des situations, peut-être non fr�equentes, o�u p(bja) est suÆsamment �elev�e(tr�es sup�erieur �a 0:5), alors que p(:aj:b) est suÆsamment bas (tr�es inf�erieur �a 0:5). Ilest diÆile dans e as de rejeter toute valeur �a l'impliation a) b. De sorte que l'in-die d'inlusion poss�ede la faiblesse de sa qualit�e, �a savoir tenir ompte de l'impliationa) b et de sa ontrapos�ee :b) :a.4.2 Indie impliatif loal de la vraisemblane du lien et inten-sit�e entropiqueMaintenant, dans la oneption de l'indie probabiliste loal de la vraisemblanedu lien pour mesurer la similarit�e entre deux attributs a et b, nous herhons �a �evaluerle degr�e d'invraisemblane de la grandeur n(a ^ b). Relativement �a l'�evaluation del'impliation a) b, l'id�ee de R. Gras (Gras 1979) a onsist�e �a transporter la d�emarhepour se poser la question du degr�e d'invraisemblane de la petitesse de n(a ^ :b),eu �egard �a l'hypoth�ese d'absene de liaison N qui neutralise d'une ertaine fa�on lesinuenes de n(a) et de n(b), l'indie prend la formeI(a; b) = 1� Prfn(a� ^ :b�) < n(a ^ :b)jNg= Prfn(a� ^ :b�) � n(a ^ :b)jNg (45)o�u (a�; b�) est le ouple d'attributs al�eatoires ind�ependants assoi�e �a (a; b) dans l'hy-poth�ese N .D�esignons ii pas u l'indie n(a^:b) et par u�, l'indie al�eatoire n(a� ^:b�) onsid�er�edans l'hypoth�ese d'absene de liaison N .L'indie entr�e et r�eduit prend la formeq(a;:b) = u� E(u�)pvar(u�) (46)o�u E(u�) et var(u�) sont respetivement l'esp�erane math�ematique et la variane deu�.Nous avons pu distinguer trois formes not�ees N1, N2 et N3 de l'hypoth�ese d'absenede liaison, onduisant respetivement �a une distribution hyperg�eom�etrique, binomialeou de Poisson de la loi de probabilit�e de u�. C'est une forme �equivalente �a N2 qui a�et�e onsid�er�ee dans (Gras 1979). N�eanmoins, omme nous l'avons d�ej�a exprim�e, 'estN1 et N3 qui se distinguent le mieux (Lerman et al. 1981). En d�esignant par qi(a;:b),l'indie u entr�e et r�eduit par rapport �a l'hypoth�ese Ni, on aq1(a;:b) = q1(:a; b) = �q1(a; b) = �q1(:a;:b) (47)Ainsi, pour l'hypoth�ese d'absene de liaison N1, la forme impliative de l'indie estexatement �equivalente �a la forme sym�etrique d'�equivalene. Alors que pour la formeN3 de l'hypoth�ese d'absene de liaison, on a, ave p(a) < p(b), on ajq3(a;:b)j > jq3(b;:a)j (48)RNTI - 1



Indie Probabiliste DisriminantOn peut onsid�erer l'�evaluation de l'impliation a ) b d�es lors que n(a ^ :b) �(n(a)�n(:b)n ) est n�egatif. Cette quantit�e repr�esente le num�erateur de q3(a;:b). Elle estidentique au num�erateur n(b ^ :a) � (n(b)�n(:a)n ) de l'indie q3(b;:a) qu'on auraitonsid�er�e relativement �a l'impliation inverse b ) a. Cependant ette derni�ere estplus diÆilement admissible puisque n(b) > n(a). L'in�egalit�e (48) est don bienvenue,puisqu'en e qui onerne l'indie loal de la vraisemblane du lien, relatif �a N3, on a(voir (45)) J3(a; b) > J3(b; a) (49)Pour s'en rendre ompte, on peut se r�ef�erer �a l'exellente approximation normale- d�es que n est assez grand (de l'ordre sup�erieur �a quelques dizaines) - de la loi dePoisson de n(a� ^ :b�) [resp. n(b� ^ :a�)℄ sous N3. Dans es onditionsJ3(a; b) = 1��(q3(a;:b)) (50)et J3(b; a) = 1��(q3(b;:a)) (51)o�u � est la fontion de r�epartition de la loi normale entr�ee et r�eduite.Même plus, la ondition n�eessaire et suÆsante pour avoir (49 ) est n(a) < n(b).En supposant omme 'est le as le plus fr�equent que p(a) < p(b) < 12 , on obtient lasuite des in�egalit�es suivantes, o�u elle (49) est omprise :I3(:a;:b)) < J3(b; a)) < J3(a; b)) < I3(a; b) (52)o�u I3 est l'indie probabiliste loal d�e�ni dans (18).Nous allons maintenant onsid�erer deux situations que nous noterons I et II o�u O(a)et O(b) gardent entre eux la même position relative , 'est-�a-dire, o�u n(a^ b), n(a^:b)et n(:a ^ b) gardent entre eux les mêmes rapports. Mais o�u, bien entendu, n(:a^ :b)se omporte de fa�on relative di��eremment entre I et II . On remarque que tout indied'�equivalene, tel que par exemple elui de Jaard (Jaard 1908), se fondant sur desproportions relatives �a l'int�erieur de O(a _ b), ne pourra distinguer entre I et II . Il enest �egalement de l'indie dit on�ane (a! b) = n(a^b)n(a) . Il en sera tout autrement d'unindie d'impliation dont la oneption fera n�eessairement intervenir O(:a ^ :b).On ommene par supposer que n = 4000. La situation I est arat�eris�ee par n(a ^b) = 200, n(a ^ :b) = 400 et n(:a ^ b) = 600 ; alors que la situation II onernantla omparaison d'un ouple (a0; b0) d'attributs est arat�eris�ee par n(a0 ^ b0) = 400,n(a0 ^ b0) = 800 et n(:a0 ^ b0) = 1200. Ainsi, n(a0 ^ b0), n(a0 ^ :b0) et n(:a0 ^ b0)r�esultent de la multipliation par 2 de, respetivement n(a^b), n(a^:b) et n(:a^:b).Il ne faut pourtant pas s'�etonner que la situation I d�enote au sens de l'indie loal uneforte impliation a) b (q3(a;:b) = �3:65) ; alors que pour la situation II , l'impliationRNTI - 1



Lerman et Az�e.a0 ) b0 est inexistante (q3(a0;:b0) = 2:98). En e�et, ompte tenu des degr�es de libert�eo�erts par les tailles des ensembles mis en jeu, la p�en�etration de O(a) dans O(b) s'av�erebeauoup plus exeptionnelle que elle de O(a0) dans O(b0). Cette derni�ere aurait dûatteindre la valeur n(a0 ^ b0) = 578 pour avoir q3(a0;:b0) = q3(a;:b) = �3:65.Le ph�enom�ene se trouve ampli��e si on multiplie proportionnellement tous les ardinauspar un oeÆient sup�erieur �a 1. Ainsi ave un fateur 10 on obtient q3(a;:b) = �11:55et q3(a0;:b0) = 9:43. Ave un fateur 100 on obtient q3(a;:b) = �36:51 et q3(a0;:b0) =29:81.Cette ironstane rend l'indie probabiliste loal J3(a; b) non disriminant d�es lorsqu'il y a lieu de omparer entre elles plusieurs impliations. Pour y pallier on proposedans (Gras et al. 2001) de ombiner au moyen d'une moyenne g�eom�etrique, d'une partl'indie J3(a; b) (not�e ') et d'autre part, l'indie d'inlusion �(a; b) [f. (43)℄, pouraboutir �a l'indie dit d'(( intensit�e entropique )) :	(a; b) =p'(a; b) � �(a; b) (53)Mais alors, les indies '(a; b) et �(a; b) orrespondent �a des philosophies bien dis-tintes. Alors que, sur les plans logique et statistique, ils sont li�es d'une fa�on diÆile�a analyser ; bien qu'un lien formel puisse être �etabli entre le �2 et la quantit�e d'in-formation mutuelle assoi�es �a un tableau de ontingene (Benz�eri et Coll. 1973). Desorte que si n n'est pas trop grand pour permettre �a '(a; b) d'être disriminant, on neontrôle pas quelle va être (( la part des hoses )) dans l'�evaluation de l'indie 	(a; b).D'autre part, pour n assez grand, '(a; b) va avoisiner 0 ou 1 ; de sorte que l'indie	(a; b) va se r�eduire �a 0 ou �a p�(a; b). Les onsid�erations formelles et statistiques(voir aussi la remarque suivant l'�equation 45) peuvent ave int�erêt être analys�ees sur leplan onret. Elles ne pr�esument en rien l'int�erêt des r�esultats qui ont pu être obtenusave 	(a; b).4.3 Similarit�e impliative de vraisemblane du lien dans le ontexteLa solution propos�ee ii et d�ej�a exprim�ee dans (Lerman et al. 1981), mais sous uneforme sensiblement moins �elabor�ee et justi��ee, pour arriver �a un indie probabilisted'impliation disriminant quelle que soit la valeur de n, est elle de la r�edution glo-bale des similarit�es impliatives de la forme q3(a;:b). Pour un ouple donn�e d'attributs(a; b), ette r�edution doit s'e�etuer par rapport �a une base de ouples d'attributs dontil y a lieu de omparer de fa�on mutuelle les impliations. Le ouple d'attributs (a; b)est l'un des �el�ements de ette base. Dans es onditions, on se situe �a l'int�erieur d'unestruture statistique qui peut être de forte liaison.Cette m�ethode ne fait que transposer au as dissym�etrique la r�edution globale dessimilarit�es sym�etriques [f. partie 3℄ et qui nous a donn�e d'exellents r�esultats dansla pratique de la lassi�ation asendante hi�erarhique selon la vraisemblane du lien(m�ethode AVL) (Lerman 1991).Un des probl�emes pos�es onsiste dans le hoix de la base form�ee par les ouples d'at-tributs qui va servir �a la normalisation globale. Celui qui a �et�e onsid�er�e dans l'analyseexp�erimentale qui suit a onsist�e �a onsid�erer tous les ouples distints d'attributs deA [f. 19℄. Nous l'indiquerons par son graphe RNTI - 1



Indie Probabiliste DisriminantG0 = f(j; k)j1 � j 6= k � pg (54)Dans (Lerman et al. 1981) un hoix s�eletif a �et�e pr�eonis�e o�u le graphe de r�ef�ereneest G1 = f(j; k)j(1 � j 6= k � p) ^ (n(aj) < n(ak))g (55)de sorte que l'absorption totale de O(aj) par O(ak) puisse se r�ealiser.L'usage veut maintenant qu'on ne puisse avoir �a onsid�erer une impliation de la formea) b, que si des indies tels que support(a! b) = n(a^b)n et onfiane(a!) = n(a^b)n(a)sont respetivement sup�erieurs �a des seuils s0 et 0 que l'expert peut �xer (Agrawalet al. 1993, Guillaume 2000). Ainsi, nous pr�eonisons la base indiqu�ee par le grapheG2 = f(j; k)j(1 � j 6= k � p) ^ (n(aj) < n(ak))^ (support(aj ! ak) > s0)^ (onfiane(aj ! ak) > 0g (56)Relativement �a un graphe Gi (i = 0; 1 ou 2), on substitue �a l'indie (( loal ))q3(aj ; ak), elui (( global )) qg3(aj ; ak) qui se met sous la formeqg3(aj ; ak) = q3(aj ; ak)�moyefq3jGigpvarefq3jGig (57)o�u moyefq3jGig et varefq3jGig d�esignent respetivement la moyenne et la varianeempirique de q3 sur Gi.Le mod�ele de l'hypoth�ese d'absene de liaison est elui N3 d�ej�a envisag�e, mais o�u onassoie �a l'ensemble A des attributs observ�es, un ensemble A� d'attributs al�eatoiresind�ependants [f. (28)℄. Dans es onditions, qg3(aj�; ak�) suit une loi normale entr�eeet r�eduite dont on indique par � la fontion de r�epartition. Ainsi, l'indie probabilistedisriminant (de vraisemblane du lien) d'une r�egle d'assoiation (aj ) ak) prenantplae dans Gi, s'exprime parJn(aj ; ak) = 1��[qg3(aj ; ak)℄ (58)5 R�esultats exp�erimentaux5.1 Le protoole exp�erimentalNous avons r�ealis�e deux s�eries d'exp�erienes sur la base de donn�ees (( mushrooms ))(Blake et Merz 1998). Cette base est onstitu�ee de 22 attributs disrets, d'une lasseet de 8124 individus. La lasse a �et�e assimil�ee �a un simple attribut et l'ensemble desRNTI - 1



Lerman et Az�e.attributs a �et�e transform�e en attributs bool�eens. Ainsi, apr�es transformation, nousobtenons une base ontenant 125 attributs quali�atifs bool�eens et 8124 individus.Le hoix de ette base est li�e au (( d�esir )) d'observer le omportement des indiestest�es sur des donn�ees r�eelles plutôt qu'arti�ielles.Le protoole exp�erimental utilis�e est le suivant :1. Isoler les ouples (a; b) tel que n(a) < n(b)2. Pour haun de es ouples, aluler q3(a;:b) [f. (7)℄ et J3(a; b) [f. (50)℄3. Ensuite, aluler la moyenne et l'�eart-type de q3 pour l'ensemble des ouples(a; b) retenus et normaliser l'indie q3 avant de faire appel �a la loi normale.Lors de la premi�ere s�erie d'exp�erienes, la s�eletion des ouples (a; b) n'est ondi-tionn�ee que par la ontrainte suivante : n(a) 6= 0, n(b) 6= 0 et n(a; b) 6= 0.Dans la deuxi�eme s�erie d'exp�erienes, les ontraintes appliqu�ees aux ouples s�eletionn�essont li�ees au support et �a la on�ane de haun des ouples onsid�er�e. Le supportd'un ouple (a; b) est �egal �a Pr(a ^ b), sa on�ane est �egale �a Pr(bja) = Pr(a^b)Pr(a) .Ainsi, les ouples (a; b) retenus, dans la deuxi�eme s�erie d'exp�erienes, sont tels quesupport(a; b) � seuilsupport et onfiane(a; b) � seuilonfiane.L'objetif prinipal de ette seonde s�erie d'exp�erienees est d'observer le ompor-tement des indies lorsque la taille de O augmente sans que les ardinaux de O(a),O(b) et O(a) [ O(b) soient modi��es. On retrouve ainsi des on�gurations statistiquesde ouples qu'on renontre dans le adre du (( Data Mining )). Nous hoisissons unouple (a; b) satisfaisant les ontraintes du protoole et nous augmentons la valeur den, sans modi�er les valeurs n(a), n(b) et n(a ^ b). Tout se passe omme si on ajoutaitdes objets �tifs o�u tous les attributs sont �a (( faux )).L'algorithme permettant de r�ealiser es exp�erienes est le suivant :Algorithme 1Entr�ee : E : ensemble des ouples (a; b) satisfaisant les ontraintes de l'exp�erieneEntr�ee : seuiln : valeur maximale pour nTant que (n < seuiln) FairePour tout (a; b) 2 E Fairealul de q3(a;:b)Fin PourCalul de la moyenne et de l'�eart-type des valeurs de l'indie q3 obtenuesPour tout (a; b) 2 E FaireCalul de l'intensit�e d'impliation (( lassique )) (II)Calul de l'intensit�e d'impliation normalis�ee (IIN)Fin Pourn n+ onstanteFin Tant queLes r�esultats obtenus pour les deux s�eries d'exp�erienes r�ealis�ees sont d�etaill�es dansla partie suivante. RNTI - 1



Indie Probabiliste Disriminant5.2 Les di��erents r�esultatsLa premi�ere s�erie d'exp�erienes (auune ontrainte sur les ouples (a; b)) n'a permisde mettre en �evidene plusieurs propri�et�es int�eressantes de l'indie normalis�e).{ et indie se montre disriminant quelle que soit la valeur de n{ de plus les r�esultats montrent que le omportement de l'indie est plus soutenurelativement aux impliations a) b lorsque n(a) < n(b)Nous pouvons voir, sur les Figures 1 et 2, que l'indie normalis�e pr�esente un om-portement disriminant, �etant donn�ees les arat�eristiques ardinales des attributs a etb mis en jeu, ontrairement �a l'indie lassique (toujours �egal �a 1).
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Fig. 1 { Cas o�u n(a) = 192, n(b) = 1202, n(a ^ b) = 96, s0 = 0, 0 = 0
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Fig. 2 { Cas o�u n(a) = 192, n(b) = 828, n(a ^ b) = 64, s0 = 0, 0 = 0En�n, omme le montre la Figure 3, l'indie normalis�e tend vers des valeurs relati-vement mod�er�ees, ontrairement �a l'indie lassique (qui tend toujours vers 1), mêmelorsque la valeur de n(a ^ b) est relativement faible par rapport �a n(a) (voir la Figure4 assoi�ee au r�esultat 3).RNTI - 1
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Fig. 3 { Cas o�u n(a) = 452, n(b) = 2320, n(a ^ b) = 52, s0 = 0, 0 = 0
a

b

Fig. 4 { Cas o�u n(a) = 452, n(b) = 2320, n(a ^ b) = 525.3 Robusti�ation de l'indie d'impliation normalis�e (. . . ontravaille sur un ensemble �ltr�e de ouples . . . )La deuxi�eme s�erie d'exp�erienes permet de se foaliser sur des ouples (a; b) ayantdes propri�et�es de support et de on�ane d�e�nies par l'utilisateur. Pour l'ensemble desexp�erienes r�ealis�ees, nous avons �x�e s0 = 0:1 et 0 = 0:9. Ainsi, nous ne retiendronsque les ouples (a; b) tels que support(a! b) � 0:1 et onfiane(a! b) � 0:9.Ces seuils orrespondent �a des seuils relativement usuels en extration de r�eglesd'assoiation et des valeurs similaires ont �et�e souvent utilis�ees pour la base de donn�ees(( mushrooms )) (Lehn 2000, Bastide et al. 2002).Les r�esultats obtenus montrent que sur et ensemble r�eduit de ouples (a; b), l'in-die normalis�e se montre toujours plus disriminant que l'indie lassique. De plus,omme le montre la Figure 6, l'indie normalis�e se montre plus disriminant dans eadre exp�erimental que dans la premi�ere s�erie d'exp�erienes (Figure 7). Ces ourbesorrespondent au as pr�esent�e dans la Figure 5.Dans la deuxi�eme s�erie d'exp�erienes, les ouples retenus orrespondent �a des relations(( fortes )) et la relation pr�esent�ee sur la Figure 5 devient de moins en moins (( intense ))lorsque n augmente, omparativement aux autres relations pr�esentes. Ainsi, l'op�erationRNTI - 1



Indie Probabiliste Disriminantde �ltrage (bas�ee sur l'utilisation des seuils s0 pour le support et 0 pour la on�ane)permet de retenir un ensemble de relations ayant des fortes valeurs des indies �etudi�es.L'assoiation que nous �etudions, Figure 5, devient don de moins en moins pertinente,relativement aux autres relations respetant les onditions s0 et 0 impos�ees, lorsquela valeur de n augmente signi�ativement.
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Fig. 5 { as o�u n(a) = 1296, n(b) = 2304, n(a ^ b) = 1296
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Fig. 6 { as o�u n(a) = 1296, n(b) = 2304, n(a ^ b) = 1296, s0 = 0, 0 = 0Nous allons �etudier relativement au protoole exp�erimental i-dessus, la situationd'inlusion totale d�e�nie par n(a) = 1296, n(b) = 2304 et n(a ^ b) = 1296, repr�esent�eepar la Figure 5. La Figure 6 montre l'�evolution de l'indie normalis�e, alul�e dans leontexte, lorsque le nombre d'objets augmente �a partir de n = 8124 par adjontiond'objets o�u tous les attributs sont �a (( faux )). De toute fa�on, la valeur de l'indie setrouve disrimin�ee. Elle demeure forte, sup�erieur �a 0:98, pour n roissant jusqu'�a 80000.N�eanmoins, la valeur de l'indie va en d�eroissant vers un palier pour n augmentant.C'est que, pour n devenant gros, l'impliation i-dessus devient moins saisissante re-lativement �a d'autres impliations. Ces derni�eres peuvent ne pas orrespondre �a desinlusions totales ; mais, elles doivent onerner des situations o�u n(a) et n(b) sontsensiblement plus gros et prohes.RNTI - 1



Lerman et Az�e.

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000

In
te

ns
ite

Nombre de valeurs

Intensite Classique (A->B)
Intensite Normalisee (A->B)

Fig. 7 { as o�u n(a) = 1296, n(b) = 2304, n(a ^ b) = 1296, s0 = 0:1, 0 = 0:9Relativement �a la derni�ere s�erie d'exp�erienes et �a la Figure 7, il y a lieu d'ajouterqu'il ne faut pas s'�etonner que la valeur de l'indie normalis�e puisse tomber assez baspour n augmentant. On se trouve en e�et dans le ontexte du graphe G2 [f. (56)℄ desouples d'attributs (aj ; ak) o�u la relation d'impliation est tr�es forte. Ainsi, en prenantn = 80000 (par l'adjontion d'objets, o�u tous les attributs sont �a (( faux ))), on a pourhaque (aj ; ak) retenu, n(aj ^ ak) � 8000 et n(aj^ak)n(aj) � 0:9. Les indies se alulentsur la base des 8124 objets initiaux. Ils orrespondent �a des quasi-inlusions d'un tr�esgros O(aj) dans un �a peine moins gros O(ak).
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Fig. 8 { as o�u n(a) = 1296, n(b) = 2304, n(a ^ b) = 1296, s0 = 0:1, 0 = 0:5Lorsque le seuil minimal de on�ane est abaiss�e �a 0:5, nous pouvons onstater surla Figure 8 que la relation �etudi�ee devient plus signi�ative par rapport �a l'ensemblede relations onsid�er�e. Ce omportement est attendu et li�e au fait que l'ensemble derelations �etudi�e ontient des relations beauoup moins fortes que dans le as de la Figure7. Ce nouvel indie permet don de mieux rendre ompte du degr�e d'�etonnement d'uneRNTI - 1



Indie Probabiliste Disriminantr�egle par rapport aux autres r�egles �etudi�ees.6 ConlusionUn des objetifs fondamentaux de et artile est de montrer qu'il n'est pas n�eessairede sortir du adre probabiliste de la vraisemblane du lien pour obtenir un indiedisriminant dans l'�evaluation quanti��ee et deux �a deux des r�egles d'assoiation. Ilimporte pour ela de se plaer de fa�on relative et de onstruire en ons�equene unmod�ele al�eatoire de l'hypoth�ese d'absene de liaison. L'aroissement de la omplexit�edu alul qui en r�esulte est lin�eaire par rapport �a l'ensemble des r�egles d'int�erêt enpr�esene pour la normalisation.Le travail pr�esent�e ii pro�te ertes - omme nous l'avons mentionn�e - de r�esultatsou onstrutions pr�ealablement obtenus, ependant, l'analyse men�ee ii, qui pr�esentede multiples aspets nouveaux, est beauoup plus syst�ematique et foalis�ee, en se si-tuant par rapport aux di��erentes approhes exprim�ees dans le ontexte de la fouille dedonn�ees ((( Data Mining ))). Sur le hemin de la onstrution de l'indie probabiliste,nous voulons mettre l'aent sur l'indie �3(a; b) qui a un arat�ere loal, ne d�ependantque des seules proportions p(a^ b), p(a) et p(b) et qui a �et�e sp�ei��e dans les onditionsde oh�erene p(a) � p(b) � 0:5.Dans le adre d'un même orpus de donn�ees, les indies probabilistes ontextuelsJn(aj ; ak) [f. (58)℄ peuvent être obtenus �a partir des indies �3(ai; ak) au moyen d'unetransformation roissante.Pourtant e sont les valeurs num�eriques de Jn par rapport �a elles de �3 qui per-mettent de mieux mettre en avant et de mieux distinguer entre les di��erentes implia-tions et ei, par rapport au prinipe d'invraisemblane ou d'exeptionnalit�e qui existebien dans la philosophie de la th�eorie de l'information. Maintenant, s'il s'agit de om-parer une même r�egle a) b dans les ontextes di��erents de deux orpus, Jn le fait surla même base relative. En�n, il faut savoir que sur le plan math�ematique, divers indieson�us dans un ontexte loal (f 4.1) onduisent au même indie Jn par la onstrutionque suppose la m�ethode de la vraisemblane de lien global. L'analyse exp�erimentalede validation men�ee est originale �a plus d'un titre. Nous l'avons ii limit�ee �a e quinous onernait au premier hef, �a savoir, la omparaison entre l'indie probabilisteloal et elui global pour l'intensit�e d'impliation. Nous l'avons fait en nous appuyantsur la base de donn�ees lassique des (( mushrooms )). Bien que nous pr�esumions que lesr�esultats auraient �et�e omparables dans le adre d'autres bases de donn�ees, il aurait �et�eint�eressant de mener les exp�erienes relativement �a une autre base. Il y a lieu surtoutd'�etudier le omportement d'autres indies tels que  (a; b) dit d'intensit�e entropiqueet elui �3(a; b) i-dessus mentionn�e. Ces analyses exp�erimentales onstitueront l'objetd'un prohain travail. En�n, pour juger de l'int�erêt d'une r�egle dans le ontexte d'unebase de donn�ees, en utilisant Jn, des bornes peuvent être d�elimit�ees par l'expert lui-même en onsid�erant les valeurs de Jn sur des situations d'inlusion telles que ellefournie dans la Figure 5.RNTI - 1
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