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Résumé. Le probleme de la sélection de modele en régression PLS est primor-
dial pour la modélisation de phénoménes physiques méme si le nombre des va-
riables, pouvant étre supérieur a celui des individus, parait au premier abord
peu important pour la mise en ceuvre de la méthode. Les techniques de sélec-
tion consistent a retenir, parmi les modéles ayant un bon pouvoir de prédiction,
ceux qui font intervenir le minimum de variables explicatives. La méthode que
nous présentons dans ce papier est basée sur l'utilisation du bootstrap. Elle
permet de calculer la distribution empirique des coefficients du modele et de
n'en conserver que les plus significatifs grace a des tests statistiques. Elle me-
sure, par ailleurs, le pouvoir prédictif des modeéles de régression construits aus-
si bien pour chaque individu que globalement. Nous illustrons cette approche
en l'appliquant a un jeu de données.

Mots-Clés. Régression PLS, bootstrap, validation croisée, sélection de va-
riables, sélection de modé¢les.

1 Introduction

Dans I’industrie pétroliére, la plupart des processus se présentent sous la forme d’un sys-
téme a entrées-sorties (données de forage, simulations de gisement pétrolier, chimiométrie,
données de procédés, etc.). Il est souvent nécessaire de faire recours a des modéles pour ex-
pliciter les relations pouvant exister entre les variables d’entrée et les réponses qui leur sont
associées. De tels modeles doivent étre explicatifs, c'est-a-dire éclairer les mécanismes des
phénoménes physiques qu'ils décrivent. Ils doivent étre prédictifs, c'est-a-dire donner, pour
des valeurs des variables explicatives fixées, des sorties aussi proches que possible de celles
obtenues par le processus expérimental. Et enfin — point primordial pour le praticien — ils
doivent étre opérationnels, c'est-a-dire pouvoir participer a I'amélioration du processus phy-
sique auquel ils sont rattachés (orienter le forage, diminuer le risque d'éboulement, augmen-
ter la production, prédire les propriétés chimiques d'un composé, améliorer une méthode,
etc.). Par ailleurs, pour des raisons de coit, le nombre des expériences qui servent a la
construction de ces modeles est souvent faible voire inférieur a celui des variables en entrée
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du systéme. La régression PLS apparait comme la méthode la plus appropriée pour répondre
a tous ces critéres. Non seulement elle est bien adaptée quand les variables explicatives pré-
sentent des fortes colinéarités ou quand leur nombre dépasse celui des individus, elle est aus-
si une méthode factorielle qui a 1’avantage d’apporter un point de vue exploratoire sur les
données.

Mais il existe une autre contrainte : le praticien souhaite ne garder que les variables spéci-
fiques de son processus expérimental. Cela aura pour avantage de diminuer le colit des expé-
rimentations tout en focalisant 1'étude sur les seules variables d'intérét. Par ailleurs, les mo-
deéles construits, avec un nombre élevé de variables, sont souvent sur-ajustés et/ou d’interpré-
tation confuse. C'est pour ces raisons que nous faisons appel aux méthodes de sélection de
variables.

Nous présentons, dans ce papier, une méthode de sélection de variables en régression
PLS basée sur le ré-échantillonnage par bootstrap. Notre but n'est pas de comparer les mé-
thodes existantes les unes avec les autres (cela a fait 1'objet de multiples travaux que nous dé-
taillons ci-apres) mais d'en proposer une qui puisse répondre aux objectifs suivants :

- ¢limination des variables explicatives non significatives (pour ne garder que les plus
pertinentes) avec le souci d'améliorer la qualité de prédiction du modéle ;

- calcul des critéres qui mesurent la qualité du modéle ;

- ¢évaluation de son pouvoir de généralisation ;

- calcul des intervalles de confiance des prédictions et des coefficients du modéle ;

- détection des individus ou groupes d'individus atypiques (erreurs de mesures, va-
leurs extrémes, classes particuliéres, ...).

Notre méthode est basée sur un processus itératif de sélection de variables ; version mo-
difiée de la PLS-bootstrap proposée par Lazraq et al. (2003). Des échantillons aléatoires sont
tirés avec remise dans l'ensemble des points disponibles, et servent a la construction de plu-
sieurs modeles. Des intervalles de confiance des coefficients de ces modéles sont déterminés.
On calcule ensuite les prédictions de ces modéles sur les individus n'ayant pas été tirés (indi-
vidus de test). Des indices statistiques (erreur quadratique de prédiction, biais, variance, ...)
sont calculés a chaque étape de la sélection afin d'évaluer les performances des modéles
construits. Calculés pour chaque point, ces indices permettent de détecter les individus et/ou
groupes particuliers d'individus grace aux distributions empiriques obtenues.

Aprés une présentation détaillée des méthodes de sélection de variables, nous nous limi-
terons a la PLS-bootstrap de Lazraq et al. dont nous proposerons une version adaptée a notre
problématique. La méthode sera ensuite appliquée a l'analyse et la modélisation d'un jeu de
données.

2 Sélection de modele en régression PLS

De nombreux auteurs ont travaillé sur la sélection de modéles de régression PLS. On peut
notamment trouver une description bibliographique détaillée d'un certain nombre de ces tra-
vaux par Abrahamsson (2003), Gauchy et al. (2001) et Lazraq et al. (2003). Dans l'article de
Lazraq, les auteurs classent les méthodes de sélection de variables - itératives pour la plupart
- en 2 catégories : (i) celles basées sur la réduction de la dimension qui consistent a retenir
(ou a éliminer) les variables les plus (ou les moins) significatives a chaque itération ; et (ii)
celles basées sur le modéle qui consistent a construire un mod¢le, a chaque itération, puis a
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appliquer une méthode de sélection (ou d'élimination) des variables les plus (ou les moins)
significatives dans le modéle.

Gauchy et Chagnon (2001) présentent 20 méthodes de sélection de variables en régres-
sion PLS qu'ils appliquent, afin de les comparer, a 5 jeux de données. La méthode qu'ils pro-
posent - appelée BQ (pour Backward-Q.un?) - est celle qui donne les meilleurs résultats, selon
eux. C'est une méthode de sélection descendante qui consiste a éliminer a chaque pas la va-
riable dont le coefficient de régression est le plus faible en valeur absolue. Le critere de
sélection du modéle optimal est basé sur Qum’ - indicateur de bonne prédiction du modéle -
obtenu par validation croisée pour chaque modéle PLS. Le modéle correspondant a la valeur
la plus élevée de Qeun” €st retenue.

Westad (1999) et Martens (2001) proposent une méthode de sélection de variables basée
sur le jack-knife. Leur méthode remédie, nous citons, au déficit d'une base mathématique qui
rendrait possibles les tests statistiques pour les modeles de régression PLS. La méthode du
jack-knife est trés proche de la PLS-bootstrap. Elle consiste, une fois le modéle PLS
construit, a calculer, par validation croisée (leave-one-out), un intervalle de confiance des co-
efficients de régression des variables explicatives. Des tests, basés sur la statistique de
Student, sont alors effectués pour éliminer les variables les moins significatives a un seuil
fixé.

Lindgren et al. (1994 et 1995) proposent une méthode appelée IVS-PLS (pour Interactive
Variable Selection for PLS). Leur algorithme est basé sur les valeurs des w;j ou t = Xw/w'w
est la composante PLS. Pour un seuil a, entre 0 et 1, les variables x' dont les poids vérifient |
wj| < a sont éliminées du modéle (leurs poids wj est remis a 0). Les poids w; des variables res-
tantes sont réajustés de sorte que la norme de w reste égale a 1. Ces étapes sont répétées pour
des valeurs de o incrémentées par 0.01 entre 0 et 1. Pour chaque valeur de a, des indicateurs
de qualité sont estimés par validation croisée. Le modele optimal retenu est celui pour lequel
un critére donné (exemple la valeur du PRESS par validation croisée) est le meilleur. Lind-
gren et al. proposent 2 variantes de cette méthode qu'ils appellent Inside-Out (celle présentée
ci-dessus) et Outside-In.

Hoskuldsson (2001) propose une méthode de sélection d'intervalles de variables plutot
que des variables elles-mémes. Sa méthode est adaptée a la modélisation de données chimio-
métriques ou les variables sont des longueurs d'onde de signaux (raison pour laquelle il parle
d'intervalle de variable). Dans son cas, le nombre de variables peut dépasser le millier, voire
méme atteindre, d'aprés l'auteur, 8000 variables (longueurs d'onde de signaux mesurés en
proche infrarouge).

Forina et al. (1999) proposent une méthode itérative ou, a chaque étape, les variables sont
pondérées par les coefficients de régression obtenus lors de 1'étape précédente.

D'autres méthodes de sélection de variables ont été développées sur la base des algo-
rithmes génétiques (voir Abrahamsson et al., 2003, Broadhurst et al., 1997 et Kubinyi et al.,
1996). Calqués sur le principe de mutation génétique, ces algorithmes consistent a créer,
suivant un processus itératif mi-stochastique mi-déterministe, un grand nombre de modéles
parmi les meilleurs possibles selon des critéres prédéfinis. Ce processus, dans lequel le sa-
voir-faire de l'utilisateur est souvent indispensable pour le succés de la méthode, devrait "rai-
sonnablement" converger vers des modéles optimaux (Kubinyi et al., 1996). Abrahamsson et
al. (2003) comparent 3 méthodes de sélection itératives avec une méthode basée sur les algo-
rithmes génétiques. Bien que cette derniere permette d'améliorer significativement les résul-
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tats, c'est I'VS-PLS (dont ils proposent une version améliorée) qui l'emporte dans leur série
de tests.

Nous allons présenter une version modifiée de 1'algorithme PLS-boostrap dans laquelle
nous incluons des calculs d'indices statistiques pour évaluer le pouvoir de prédiction des mo-
deles construits.

3 Algorithme PLS-bootstrap

Soit X = (x', X%, ..., X) la matrice NxJ des J variables explicatives (¥’ est le vecteur de di-
mension N représentant la j*™ colonne de X) et Y la matrice de la (ou des) variable(s) a ex-

pliquer. On supposera dans ce qui suit qu'on a une seule variable y a expliquer.
2

i

On notera Z = {(x;,yi), 1=1, ..., N} I'ensemble des individus ou le vecteur x; = (xi1 , X

- x;] )T représente la i°™ ligne de X et le scalaire y; le ™ élément de y.

La régression PLS consiste a calculer, par itérations successives, des combinaisons li-
néaires t=Xw des variables explicatives de fagon a optimiser la prédiction de la variable a ex-
pliquer y par la maximisation du carré de la covariance cov?(y,t). L'algorithme NIPALS (cf.
ci-dessous) est I'un des plus connus pour la mise en ceuvre de la PLS (voir, par exemple, Te-
nenahaus, 1998) : a I'itération h de l'algorithme, les coefficients de w, sont proportionnels aux
covariances cov(X 1),y -1)-
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Les variables X et y sont d'abord projetées sur la premiére composante PLS et l'algo-
rithme est appliqué, lors des itérations suivantes, aux résidus des projections successives par
une succession de régressions simples, aussi bien des variables x' que de y, sur les compo-
santes PLS. Le nombre de celles-ci est en général déterminé par validation croisée. On ob-
tient un mod¢le linéaire y = Xb, avec b = (by, by, ..., b))" ; les variables X’ et y étant centrées-
réduites.

Le bootstrap (Efron et Tibshirani, 1993) est une technique de ré-échantillonnage basée
sur des tirages aléatoires avec remise dans les données. Son but est de substituer a une distri-

bution inconnue 7, dont sont issues les données, la distribution empirique g calculée a partir
d'échantillons aléatoires. Ces échantillons aléatoires sont déterminés de la maniére suivante.
Soit z = {z1, 22, ..., on} 1'échantillon de taille N, représentant les données dont on dispose, issu
d'une population de distribution inconnue F. A partir de cet échantillon, on construit un

échantillon 7 = {z,", 2", ..., =x'} de méme taille N, qu'on appellera échantillon bootstrap, par
N tirages aléatoires avec remise parmi les N observations de 1'échantillon de départ. Dans 1'é-
chantillon bootstrap z°, une observation z; de z peut apparaitre une ou plusieurs fois ou ne pas
apparaitre du tout. L'astérisque indique que z* n'est pas identique a z mais en est une duplica-
tion aléatoire.

La PLS-bootstrap est une méthode de sélection de variables pour la régression PLS qui a
été développée par Lazraq et al. (2003). Les auteurs proposent 1'algorithme suivant :

Etape 1 : Répéter pour ¢ =1,2, ..., L
1.1. Construire I’échantillon aléatoire Z,"* de taille N tiré avec remise dans Z.
1.2. Construire le modéle ¥y = X*' b"’ de régression PLS a partir de Z* ot b"" =(
b, b, ....,b; ) est le vecteur colonne des coefficients et X" la matrice des
données associée aux individus tirés.

Etape 2 : Répéter pour j=1, ..., J
1 *e
2.1, Caleuler by = 2

«2 1 bl )2
2.2. Calculer s; = 11 Z( i 1)

2.3. Déterminer un intervalle de confiance I;* pour b;
2.4. Si 00I*, éliminer la variable x’

Etape 3 : Pour j=1, ..., J : Conserver les variables qui n'ont pas été éliminées.
L'intervalle de confiance de 1'étape 2.3 est défini par B; *c. S; ou ¢ est un réel fixé par
l'utilisateur selon le niveau de confiance souhaité. Dans les exemples présentés par les au-

teurs, ceux-ci choissent de faire varier ¢ entre 1.4 et 5.2.

Nous proposons la version modifiée suivante (le nombre L de bootsrap et un seuil o - dé-
pendant du niveau de confiance souhaité - sont préalablement fixés par 1'utilisateur) :

RNTI - X -
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Etape 1 : Répéter pour ¢ =1,2, ..., L

1.3.

1.4.

L.5.

1.6.

1.7.

1.8.

Construire I’échantillon aléatoire Z," de taille N tiré avec remise dans Z : Z,**
={(X,,Yy;), i0C"™} est I'échantillon bootstrap ¢ qui servira en tant qu’ensemble
d’apprentissage (i.e. pour la construction du modéle ¥™*). C™ est I'ensemble des
indices des individus ayant été tirés (certains peuvent étre dupliqués plusieurs fois ;
ona |C*f| =N).

Construire I'échantillon des individus non tirés : Z** = {(X,,y, ), i0C""} désigné
par le terme anglais out of bag (oob). C™* est I'ensemble des indices des individus
n'ayant pas été tirés dans 1'échantillon bootstrap /. Z,*/ servira comme ensemble

A Y

de test pour le modele y

Construire le modéle ¥~ = X** b™ de régression PLS dont b = (b}, b}, ...,

bj/ )T est le vecteur colonne des coefficients et X’ la matrice des données qui
servent a la construction, dont les lignes sont les individus X; ou il C™.

Calculer les prédictions du modéle pour les individus i non tirés (échantillon de
test): 97 = (b")'x;, X, =(x;, xX, L, x{)ToniOC.

Calculer, selon la formule (1) donnée au paragraphe suivant, l'erreur quadratique
moyenne de prédiction EQMT"™" a partir des individus de I'échantillon de test.
Calculer, selon la formule (2) donnée au paragraphe suivant, le coefficient de vali-

dation Q*/' ? a partir des individus de I'échantillon de test.

Etape 2:Pouri=1,...,N

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Définir les ensembles A' = { ¢, i0C™} des indices ¢ des échantillons bootstrap
contenantiet A™ = {/,i0C"} des indices ¢ des échantillons bootstrap ne
contenant pas i dont les effectifs respectifs sont notés |/\i| et |/\71| .

Calculer, selon la formule (3) donnée au paragraphe suivant, l'erreur de prédiction

620 pour chaque bootstrap ¢ O A™
Calculer, selon la formule (4) donnée au paragraphe suivant, le biais B(*_i) de pré-

diction a partir des |/\_i| modeles booststrap.
Calculer, selon la formule (5) donnée au paragraphe suivant, la variance de prédic-

* i \
tion O ;> a partir des |/\ | modéles booststrap.

*

. . L L. . * *
Les notations "(-i)" des indices désignent le fait que €_;), T Zet B (-i) sont

calculés par des modeles que les individus i n'ont pas servi a construire.

Etape 3 : Répéter pourj=1,2,...,J
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3.1. Calculer l'intervalle de confiance I'j(0), au seuil o, pour le coefficient b; de la va-
riable X/ 4 partir de I'échantillon bootstrap {b:/ , 0 =1L}

3.2. Eliminer les variables X pour lesquelles 0 0 I';(a).

Répéter les étapes 1 a 3 avec les variables X' retenues, jusqu'a ce qu'aucune
variable ne soit éliminée (convergence de l'algorithme).

Les bornes inférieure et supérieure bjﬁnﬂ (a) et b;(sup) (o) de l'intervalle I'(0) du coeffi-

cient b; a 100.(1-a) % sont définies par :
*(i a |
bj(mﬂ (0t) = 100. — *™ percentile
2
et

bj(sup) (0) = 100.(1- g )™ percentile
2

obtenues 4 partir de la distribution {b;", ¢ =1, L} (Efron et Tibshirani, 1993).
On retient le modéle associé au couple (L,0) qui réalise le maximum de la médiane de la

. . . *( P .
distribution Q 2 et le minimum de sa variance.

En général, selon la nature des données analysées, les résultats de la sélection peuvent
beaucoup varier en fonction des valeurs de L et de 0. Ces deux paramétres peuvent étre opti-
misés selon une procédure empirique qui permet de présélectionner un couple (Lo,0) opti-

. *( oy .
mal — celui pour lequel les valeurs des () * se stabilisent autour d'une valeur maximale —

avant la mise en oeuvre de l'algorithme (Nocairi et Faraj, 2005). Une méthode de recherche
du nombre de bootstrap optimal, hors sélection, est proposée dans (Aji et al., 2003).

4 Qualité d'un modele

L'algorithme présenté ci-dessus converge au bout de quelques itérations (dont le nombre
dépasse rarement 5) en fonction des données analysées. Or, selon la nature de ces données,
les modéles sont susceptibles de dégradation au fur et & mesure des itérations. Il est alors
nécessaire d'examiner individuellement chacune de ces itérations pour sélectionner celle qui
donne le meilleur modeéle. Pour ce faire nous nous basons sur les indicateurs calculés lors des
étapes 1 et 2 de l'algorithme. Ces indicateurs peuvent étre rangés en 2 catégories. D'abord

ceux portant sur la qualité d'un modéle, erreur quadratique moyenne EQMT " et coefficient

de validation Q*( 2, respectivement définis par :

1 A K) 2
EOMT" = =7 ) Ve~V a
Q ‘C l iDZ’ (=1) ( )
Q"2 =cor(3"y) @)
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avec ¥ = (§;)" ety=(y)" owidC" (¥;" est l'estimation de y au point i par le mo-

dele construit avec les points excluant i dans le bootstrap /).

L'ensemble { EOMT"", /=1, L} représente la distribution empirique de I'erreur quadra-
tique moyenne de test. Calculée pour les individus n'ayant pas servi dans la construction du
modéle, EOMT"" est un indicateur de I'erreur de généralisation du modéle. Ses valeurs sont
d'autant plus proches de 0 que le modéle a un bon pouvoir de généralisation.

L'ensemble {Q*“, £ =1, L} représente la distribution empirique du coefficient de vali-
dation. Les valeurs de Q*e % sont d'autant plus élevées (proches de 1) que le modéle a un bon

pouvoir de prédiction.

La deuxiéme catégorie d'indicateurs est constituée de ceux portant sur la qualité de pré-

- o e oL e * .
diction pour un individu, erreur de prédiction € _;,, biais de prédiction B _;, et variance de

.
prédiction T _;, 2, respectivement définis par :

e:fi) = }A’Zf) -y, pour £ OA™ 3)

Bl = Y~ @

0= ﬁ @Z,\-i(gl({i) V) )

_. 1 N -

9(_1) = m eD/\’iYi est la moyenne des prédictions des ‘/\ 1‘ modeéles bootstrap au
point i.

L'ensemble {e_;), /=1, L} représente la distribution empirique de I'erreur de prédiction
du mode¢le en chaque point i.

0. ? est une estimation de la variance de prédiction du modéle de régression PLS pour

l'individu i. C'est un indicateur de la dispersion de la distribution empirique { 3’::) ,0=1,L}
de la prédiction du modéle au point i. Il n'est pas nécessaire de connaitre la valeur de y en i
pour le calcul de O (*_i) 2. De ce fait on peut estimer la variance de prédiction en tout point du
domaine défini par les J variables explicatives.

B _;, mesure le biais du modéle - écart entre la valeur observée y; et la prédiction

o o
moyenne Y _;, dumodele - au point i.

%[ LY * * *
Comme nous l'avons précisé ci-dessus, EOMT™", O 2 e(fi), B et 0% ne

servent pas dans le processus de sélection des variables. Leur intérét est de rendre compte, a
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posteriori, de la qualité des modéles construits au fur et & mesure des itérations de l'algo-
rithme. Ils permettent, de cette fagon, d'identifier la (ou les) itération(s) correspondant aux
meilleurs ensembles de variables sélectionnées (i.e. celles associées aux modeles dont les
qualités de prédiction sont les meilleures). Ils renseignent, a terme, sur la nature (linéaire ou
non linéaire) des relations qui existent entre les variables explicatives et la réponse.

Remarque : Les formules (1) a (5) ci-dessus peuvent s'appliquer aux individus de 1'en-
semble d'apprentissage pour calculer les critéres que nous noterons respectivement

*/ %02 *( * * . , . . .
EQMA ", R'? e , B, et O,” (qui désignent respectivement l'erreur quadratique
moyenne de prédiction, le coefficient de détermination, le biais et la variance du modéle sur

les individus d'apprentissage). Ces critéres ont généralement tendance a surestimer (par sur-

. e . N * *
ajustement) les quantités qu'elles estiment, alors que EQMT™", O 2 €y, By et 07

auraient plutot tendance a les sous-estimer (cf. figures 3 et 4 du paragraphe suivant). Pour
pallier a cela, Efron propose une moyenne des 2 critéres pondérée par les poids 0.632 et
0.368 de sorte que :

EQM j;, =0368. EOMA™ +0.632. EOMT"'
Q;_f;g 2=0.368. R"2+0.632. Q*/ﬁ 2
B*

{063 = 0368.B; +0.632.B_;

O, 4oy =0.368.0, 2 +0.632.0;>

0.632 est la probabilité qu'un individu soit tiré par rééchantillonnage bootsrap.

S Application de la PLS-bootstrap

L'exemple que nous allons traiter est tiré du livre de Cornel (1990) et a été également
analysé par Tenenahaus et al. (1995 et 1998). Il concerne la modélisation de l'indice d'octane
moteur (variable réponse y) a partir de sept composants du carburant : 12 mélanges ont été
réalisés suivant un plan d'expériences D-optimal (tableau 1). Les données représentent des
proportions ; la somme des variables x1 a x7 étant égale a 1.

RNTI - X -
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Ne xI x2 x3 x4 x5 x6 x7 y
1 0.00 0.23 0.00 0.00 0.00 .72 0.03 98.7
2 0.00 0.10 0.00 0.00 0.12 '72 0.04 97.8
3 0.00 0.00 0.00 0.10 0.12 .72 0.04 96.6
4 0.00 049 0.00 0.00 0.12 .32 0.02 92.0
5 0.00 0.00 0.00 0.62 0.12 .12 0.08 86.6
6 0.00 0.62 0.00 0.00 0.00 '3(7) 0.01 912
7 0.17 027 0.10 0.38 0.00 .08 0.08 81.9
8 0.17 0.19 0.01 0.38 0.02 .02 0.08 83.1
9 0.17 021 0.10 0.38 0.00 .0(6) 0.08 824
10 0.17 0.15 0.10 0.38 0.02 ']80.08 83.2
11 021 036 0.12 0.25 0.00 .08 0.06 81.4
12 0.00 0.00 0.00 0.55 0.00 .32 0.08 88.1

xI :

x2:

x3:

x4 :

x5

X6 :

x7:

Distillation directe

Réformat

Naphta de craquage thermique
Naphta de craquage catalytique
Polymeére

Alkylat

Essence naturelle

y ¢ Indice d'octane Moteur

Tus. 1 — Données de cornell (1990).

Ces données sont intéressantes a plusieurs titres. Tenenhaus et al. les ont pris comme
exemple pour montrer les limites de la régression des moindres carrés ordinaires (MCO) et la
nécessité, dans certains cas, de lui substituer la régression PLS. Le fait que ces variables
soient liées entre elles rend impossible leur prise en compte toutes a la fois dans un modéle
de régression MCO. Les auteurs ont choisi les 6 premiéres variables pour modéliser la ré-
ponse y. Dans le mode¢le de régression MCO qu'ils obtiennent, aucun des coefficients n'est si-
gnificatif. Par ailleurs les signes de ces coefficients ne sont pas en accord avec le sens des
corrélations des variables xj et de la réponse y (cf. la matrice des corrélations du tableau 2).

x2 x3 x4 x5 x6 x7 y
x1 0.10 099 0.37 -0.55 -0.80 0.60 -0.84
x2 0.10 -0.54 -0.29 -0.19 -0.59 -0.07
x3 0.37 -0.55 -0.80 0.61 -0.84
x4 -0.21 -0.64 0.92 -0.71
x5 046 -0.27 0.49
x6 -0.66  0.98
x7 -0.74

Tas. 2 — Matrice des corrélations.
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Une méthode de sélection pas a pas descendante pour régression MCO, utilisée par les
auteurs, leur a permis de retenir les variables x1, x2, x4 et x5 comme significatives, sans ré-
soudre pour autant le probléme d'accord des signes des coefficients avec les corrélations. Le
modele MCO construit ne donne pas par ailleurs une entiére satisfaction aux chimistes : la
variable x6 est éliminée alors qu'elle est la plus corrélée avec la réponse y.

Les auteurs ont ensuite appliqué la régression PLS aux données pour illustrer la mise en
ceuvre de celle-ci. Ils obtiennent un modele cohérent avec 7 variables explicatives (les signes
des coefficients ne contredisent pas le sens des corrélations des variables x avec la réponse
y). Ils n'ont pas abordé, dans leur article, le probléme de sélection de variables en régression
PLS.

Dans ce qui suit nous appliquons 1'algorithme PLS-bootstrap aux mémes données. Celui-
ci converge au bout de 3 itérations, qui ont permis de retenir un modele avec 3 variables ex-
plicatives :

- Ala 1** itération, toutes les variables (de x1 4 x7) sont utilisées. Les résultats ob-
tenus par ce 1 modéle sont donnés a la figure 1. Les variables x1, x3, x4 et x6
sont retenues ;

- A la 2°™ itération, on utilise les variables x1, x3, x4 et x6. Les variables x1, x4 et
x6 sont retenues ;

- A la 3% jtération, on utilise les variables x1, x4 et x6. Aucune variable n'est éli-
minée (figure 2).

N A e —

Fic. 1 — Distributions empiriques des coefficients du modéle de régression calculées lors de la
premiere itération de l'algorithme (7 variables explicatives x1 a x7). Les variables x2, x5 et x7
sont éliminées a la fin de cette itération.

Les variables x1, x4 et x6 sont retenues par 'algorithme. Le modele obtenu avec ces va-
riables est cohérent aussi bien avec le choix des chimistes (la variable x6 est sélectionnée)
qu'avec les corrélations des xj avec la réponse y. Les signes des coefficients du modéle sont
en accord avec ces corrélations : négatifs pour x1 et x4 et positif pour x6 (figure 2). Les pré-
dictions sont améliorées : 'erreur quadratique moyenne est diminuée (figures 3 et 4) de
méme que les variances de prédiction pour une majorité des points (figure 5).

RNTI - X -
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Fic. 2 — Distributions empiriques des coefficients du modeéle de régression calculées lors de la
derniere itération de l'algorithme. Les variables x1, x4 et x6 sont sélectionnées.

itsration 1 itération 2 itération 3 itération 1 itération 2 itération 3

Fic. 3 — Distributions de l'erreur quadratique moyenne de prédiction EOMT (graphique de
gauche) et du coefficient de validation Q2 (graphique de droite) calculés sur les individus de
test pour les trois itérations.

a5
a
3.5
3
2.5
2
15
1
0.5 f--mo- f
E=— — —=
o —— o
itération 1 itération 2 itération 3 itération 1 itération 2 itération 3

Fic. 4 — Distributions de l'erreur quadratique moyenne de prédiction EQOMA (graphique de
gauche) et du coefficient de validation R2 (graphique de droite) calculés sur les individus
d'apprentissage pour les trois itérations.

On voit sur cet exemple (cf. remarque faite au paragraphe précédent) que I'erreur quadra-
tique moyenne et le coefficient R2 calculés sur les données d'apprentissage ont tendance a
surestimer (par sur-ajustement) les quantités qu'elles estiment, alors que l'erreur quadratique
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moyenne et le coefficient Q2 calculés sur les données de test auraient plutdt tendance a les
sous-estimer.

R R Rt (et e V-

itération

Estimation de y
Estiration de

Fi6. 5 — Distributions de l'erreur de prédiction de test pour les 12 individus lors des itérations
1 et 3 de l'algorithme. Les traits pleins verticaux (en bleu) représentent l'intervalle de
confiance a 95%.

Sur la figure 6 ci-dessous sont représentées les projections des individus sur le plan facto-
riel (q*(/ ,t?) défini par les 2 premiéres composantes PLS pour 100 bootstrap pour la pre-
miére itération (graphique de gauche) et la troisiéme itération (graphique de droite) de 'algo-
rithme de sélection. On remarque que les individus sont moins bien séparés pour les 7 va-
riables initiales (graphique de gauche) et mieux séparés pour les 3 variables sélectionnées
(graphique de droite). Par ailleurs la valeur médiane du pourcentage de la variance restituée
par les 2 premiéres composantes PLS croit de 85.6 % avec les 7 variables initiales a 93.6 %
pour les 3 variables sélectionnées.

gration1 . itération 3

Fic. 6 — Plans factoriels (t1,t2) des composantes PLS pour les 7 variables initiales a l'itéra-
tion 1 (graphique de gauche) et pour les 3 variables sélectionnées par l'algorithme a l'itéra-
tion 3 (graphique de droite). Les résultats sont obtenus pour 100bootstraps.

6 Conclusion

Nous avons présenté une version modifiée de la PLS-bootstrap pour la sélection de va-
riables en régression PLS. Notre objectif était de définir une méthodologie itérative qui, tout
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en répondant a cette problématique, se situe dans le contexte de l'analyse exploratoire des
données :
- un modele de régression PLS est construit a chaque étape (ré-échantillonnage par
bootstrap) ;
- ce modele est amélioré par élimination des variables non significatives (tests sta-
tistiques) ;
- des critéres informant sur le pouvoir prédictif des modéles sont calculés ;
- les modeles sont utilisés comme outils de description (typologie) des individus.

Il ne faut pas perdre de vue que, lorsque le modéle inconnu n'est pas linéaire en para-
metres, aucune méthode de sélection - si performante soit-elle - ne peut étre efficace si elle
consiste a construire un modele linéaire (ce qui est le cas de la PLS). Une démarche explora-
toire est dans ce cas nécessaire pour avoir quelques idées sur la nature du mode¢le. S'il est
avéré que la régression linéaire n'est pas apte a modéliser les données, il faut chercher un
modele non linéaire (réseau de neurones par exemple) ou effectuer les transformations non
linéaires adéquates sur les variables avant construction du modéle.
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Summary

The selection of model in PLS regression is crucial even if the number of variables,
which can be superior to the one of individuals, is not imperative for the use of the method.
A such selection consists in keeping, among models having good prediction capabilities,
those with low number of input variables. The method that we present in this paper is based
on the bootstrap. It allows to calculate the empirical distribution of the coefficients of the
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model and to keep those which are most significant. It measures the prediction capacity of
the regression model constructed as well for each individual as globally. This approach is ap-
plied to the analysis of a data set.



