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RésuméEn fouille de regles, certaines situations excepitides défient le
bon sens. C'est le cas de larégle R - cetb - cet @etb) » nonc. Une
telle regle, que nous étudions dans l'article aggtelée regle d’exception. A la
suite des travaux précurseurs de E. Suzuki et Ydr&toff (1999), qui ont
étudié un autre type de régle d’exception, nousctioms ici a caractériser les
conditions d’apparition de la régle R dans le cadieel’Analyse Statistique
Implicative.

1 Introduction

Depuis les travaux de Agrawal et al., (1993) legla® d’association ont été un modéle
trés utilisé pour extraire des tendances impliestidans des bases de données. Rappelons
gue lorsqu’on dispose d’'un ensemBla’individus décrits pap variables &, b, ....}, qui
peuvent étre des conjonctions de variables atorsigtigue I'on supposera ici binaires, une
regle d'associatioa — b signifie que sk est vérifiée alorgénéralemenk I'est également.
Lorsque I'on extrait un ensemble de telles réglagielles d’association, il est pertinent de
s’interroger sur les « relations » que ces réghtetennent entre elles. Cette question a été
abordée dans la littérature selon différents pailetvyue. Dans une optique de structuration
de I'ensemble des regles, différentes méthodedadsification ont été proposées (e.g. Lent
et al., 1997 ; Gras et Kuntz, 2005). Des représent visuelles bien adaptées permettent
également de mettre en évidence des dépendanaes lentrégles (e.g. Lehn, 2000 ou
Couturier et Gras, 2005).

Si I'on étudie localement avec attention ces refatj on peut découvrir une situation qui
défie l'intuition. Supposons que I'on ait, entreisrvariables (par exemple, des attribats)
et ¢, conjonction de variables binaires dans I'étudésente et vérifianda — c etb - c.
Dans des cas exceptionnels, on n'a @astp) — ¢, comme le bon sens nous le suggeére,
mais @ etb) - nonc. Cette derniere régle sera appeléerégle d’exception.

Remarquons que des travaux antérieurs (Suzuki dtataff, 1999 ; Suzuki et Zytkow,
2005) considérent comme situation d’exceptiontlzasion suivante :

a - c (dite regle desens commup, non (b c’) (dite régle deéférence et @ et b)
- ¢’ (dite regle déxceptior) ouc# ¢’ et olla etb sont respectivement des conjonctions(a =
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a ety ...et &) et (b= b, et b.... et B). Notre définition de régle d’exception se distingu
ainsi de celle-ci, mais présente comme chez E.$uetikY.Kodratoff, un caractéere
surprenant.

Or, il existe, comme nous le verrons en donnargt eeeemples, des situations
naturelles ou un caractéere exceptionnel associiedissvariables. Pour le prendre en compte
et en étudier un modele, nous étendons ici le gEFt®dent en accentuant ainsi le caractére
surprenantd’ exceptiof d'une regle dérivée de deux regles simples.

Pour illustrer ce type de regle, nous faisons effée tout d’abord au cas de
I'incompatibilité de groupes sanguins en ce quicesne le facteur Rhésus.

Certaines femmes, non primo-parturientes, dongl@sules rouges sont porteurs de deux
alleles Rh- et dont I'immunisation anti-Rh+ estieet possédent alors le phénotype Rh-
(caractéren). Quel que soit le pére en général, I'enfant deseportent ne présentera pas, a la
naissance, de probléme sur le plan sanguin (cagagtéNous sommes en présence de la
regle :a - c.

Un homme, de génotype Rh+ et Rh+, posséde le pypm&h+ (caracténg). Quelle que
soit la mere en général, I'enfant qu'il engendretaura pas de probléme a sa naissance
(caractére c). C'est la situation ou la rélgle c est valide.

En revanche, un couple ou la femme est Rh- et iiefepl conditionsa et I'hnomme est
Rh+ (caracter®) pourra donner naissance a un enfant qui préseaterisque important du
fait de I'incompatibilité Rhésus (caractére ngn Dans des cas exceptionnels, en effet, la
meére s'immunisant contre le facteur Rh du foetusridae des anticorps, qui détruisent les
globules rouges de I'enfant. Méme si la conjugaises caractérea et b est rare, on
rencontre cependant la réalisation de la régle,npuss avons appelée « régle d’exception »,
(aeth) - nonc. On sait d’'ailleurs que des précautions sont prmmur éviter ce probléme
dés que sont connus les phénotypes des parentfagelar d’'une prévention adaptée (par
exemple I'exsanguino-transfusion).

On trouve une situation comparable d'apparitionrélgle d’exception dans I'étude des
phénomeénes d’interférences lumineuses, par exetaple I'expérience classique des franges
de Young (Bruhat G., 1959). La méme source lumiadienchissant deux fentes identiques
(a etb) conduit & des franges d'interférences ou altérdes zones d’intensité lumineusg (
variable susceptible de faiblir et/ou s’annulern(ch

Dans cette communication, nous cherchons a caismtdes situations qui présentent ce
type de régles. Nous nous plagons ici dans le cddréAnalyse Statistique Implicative
(A.S.1.) qui a montré toute sa pertinence en E.@dr la fouille de réglés

Dans la premiére partie, nous rappelons brievemesnprincipes de base de I'A.S.I. qui
nous servent dans la suite. Puis, nous proposoasdescription ensembliste d’une régle
d’exception, suivie d'un exemple numérique dontndlyse des résultats nous permet
d’établir des conjectures sur les conditions faltas a I'apparition d’'une régle d’exception.
Nous finissons par une caractérisation formelle as conditions selon les deux
modélisations de tirages les plus utilisées enlA.3e modéle de Poisson et le modéle

I cf. Actes de la¥™®Rencontre ASI 3 de Palerme, 6-8/10/05, GRIMM, Ursitérde Palerme
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binomial. Elle s’exprimera en termes de relatiofgehriques entre les parameétres de la
situation.

2 Principes de I'A.S.I. - Rappels

Notons A et B les sous-ensembles respectifs de iBdididus qui vérifient
respectivement les variableset b. Pour une régle quelconq@e- b, observée dans E,
I'A.S.1. consiste a comparer le nombre de contrergplesn, - a cette regle observés dans

An B, avec le nombre de contre-exemples qui appamiitradrs d’'un choix aléatoire et
indépendant de deux parties X et Y de E de ménmelinaaix respectifs que A et Bi-1)
(cf. (Gras, 2005) et (Lebart et al., 2006)). Laiafale aléatoire associée est ndtgey; -

La qualté de la réglea— b sera intuitivement dautant meilleure que
Prob[N, >n,; ] sera proche de 1 : autrement dit, en généragbserve plus de contre-

exemples dans des circonstances aléatoires que'@nobservés dans la contingence. Dans
ce cas, le seul hasard conduit donc, en moyenpkisade contre-exemples que ce qui est
observé.

Les parties hachurées

— | correspondent aux contre-
exemples observés ou
aléatoiresdea —» b

FIG 1 — Représentation ensembliste

La méthode de tirage au hasard de X et Y, danthiyethese a priori d'indépendance de
a et b, conduit a différentes options pour la loi de larigble aléatoireN . Deux

modélisations de cette variable sont généralenatahues en A.S.I. conduisant a un modéle
de Poisson et a un modéle binomial (Gras, 1979mé&e, 1981 a et Lerman et al. 1981 b).
On centre et on réduit cette variable en la vaei&a, b ) ; I'observation contingente, sa
réalisation, est(a, b ). Par exemple, dans le cas de Poisson, on obtient

- Nap Ne
_ Nambre
g@achc)= n

/ Narp N
n

L'intensité d’implication est alors définie pay (a,b) = ProbR(a,b )>q(a,b )], dont la
valeur gaussienne asymptotique, centrée et réesiite
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1 +00 _t2

d@ab=— [e 2dt (1)

Jon q(a,b)

Plusqg(a, b ) est négatif, meilleure est la qualité de la régleb.

3 Interprétation et illustration des regles d’excepton

Soient A, B, C et A B respectivement les sous-ensembles
d’'individus de E qui satisfont les variablas b, cet @ etb). Dans la
situation illustrée ici, elles sont binaires, mdia.S.I. permet de
considérer également d’autres types de variabless(8005).

3.1 Deux approches pour la caractérisation des reglesakception

Supposons la situation prototypique des reglescajton : a- c, b c et @ ethb)
»non c (alors que 4 et b) - c est de piétre qualité). Elle s’exprime, en termes
ensemblistes, par une quasi-inclusion des ensendbilestances a savoir : A et B sont
presque contenus dans C, mais\B est plutdét contenu dans le complémentaire de C.
L'illustration ci-dessous rend compte de la sitoiatensembliste.

Cc nonc ——

AetB

A—__
B
]

FIG 2 — Apparition d’'une regle d’exception ensembliste

Dans le cadre de I'A.S.l., deux approches pourtaigsus permettre de mettre en
évidence cette situation. La premiére appro@st basée sur l'analyse de lintensité
d'implication ¢ (a,b). Elle nous permet de conclure au rejetaletp) — c et, a contrario, a

I'apparition d’une intensité, non négligeable quelfpis, de & etb) — nonc.

La deuxieme approchest basée sur I'extension, que nous avons propdssgaegles en
R-regles (régles de regles) de type R’, ou R et R’ sont elles-mémes des regles (Gras et
Kuntz, 2005). Intuitivement, ces régles sont corapkes a celles qui apparaissent en
mathématiques ou un théoréme R a pour conséquerenatie théoréme R’ ou est suivi d’'un
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corollaire R’. Elles sont construites selon un alone récursif utilisant un indice appelé
« cohésion ». Celui-ci rend compte de la qualitg léd@sons implicatives des variables de la
régle R avec les variables de la regle R'.

Rappelons, qu’en logique formelle, la régle de egglu R-régle,a= (b= non c),
composée de la régle R (b= nonc) etR,= (a= R,), est vraie en méme temps qae(b)
= nonc. Par analogie dans notre cadre statistique otetes sont partielles, I'extraction
de la R-reglea— (b- non c) pourrait nous permettre de mettre en évidenceréale
d’exception & etb) -~ nonc. Notons que dans (Gras et al., 2005), les vasahleb et c
peuvent étre des regles elles-mémes. Nous avoreloggé un algorithme, basé sur une
classification ascendante hiérarchique, qui nousped’extraire des R-régles significatives
(FiIc 3). Cependant, cet algorithme recherche en pidaitvariable qud implique avec le
maximum d’intensité. Il ne peut donc faire appet aonc ». On retrouve ici le probléme
d’'artefact lié au chainage et au fait que I'imgiica n’est pas stricte. Ainsi, nous suivons
dans la suite la premiere approche.

v

v

a b nonc

Fic 3 —Régle d’exception dans une hiérarchie implieativ

3.2 Exemple numérique

Nous avons construit un fichier fictif de 200 sgjétf. un tableau partiel en Annexe ou
nous en montrons la construction), sujets sur kEsguwus observons les variables binaires :
a, b, a_b, c et nonc. Les valeurs associées des différentes intensités données dans
TAB 1. Elles sont obtenues par le logiciel CHIC (Coigr et Gras, 2005) qui permet les
calculs et les représentations graphiques des dtseae régles extraites des instances,

a b C nonc alb
a 0 .79 89 .08 .89
b .79 0 .84 .10 .88
c .68 .67 0 0 .36
nonc .32 .33 0 0 .64
alb 1.00 1.00 .03 .97 0

TaB1 —.Intensités d’implication associées a un jeddenées
Notons les fréquences des occurrences des variablesn, = 12 ; nCp= 7 ; n=50. Les

intensités d'implication associées sont :
¢ (2,0 =0.89 ;¢ (b,0= .84, ¢ ((a etb),c) = 0.03
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alors que¢ ((aeth),c) = 0.97 ; ce qui confirme la présence d’'une régsception.

Une premiére analyse par CHIC sur le tableau candplene le graphe implicatif (Figure
4.a) et I'on constate la bonne qualité d’implicatiea et deb surc. On constate aussi que
'on a biena- c etb- c. Lorsque CHIC conjoint les variables, on obtieatte fois le
phénomene lié a I'existence d’'une regle d’exceptféigure 4.b).

a b ab
C v
a b nonc
4.a- Réegles simples 4.b- Apparition de la rédexception

FiG 4— Graphe implicatif avec les reégles simples poigj@intes

D’une facon générale en A.S.1., trois conditionsi;ieemblent favorables a I'apparition

d'une régle d’exception del_ b sur norc;

1. Une certaine qualité d’implication deet deb surc; cette condition de bon sens
conduit & ce que la reglal( b) - c soit attendue et non pasl(b) - T qui en
définitive va |'étre;

2. Une mauvaise qualité de ressemblance eatte @) etc (nyp est faible) ;

3. Une bonne qualité de ressemblance entret b si le référentiel devient noa
(Narpre est grand relativementrg [ ).

4 Relation entre les intensités d’implication deacb sur c et
sur nonc

Rappelons que, en A.S.I., nous modélisons I'imglcade a surb de deux manieres :
0] par une loi de Poisson de paramétre Nang /n;
(ii) par une loi binomiale de parameétrest p = Nang /nn..

Une modélisation hypergéométrique est écartéeltmn’induit pas de différence entre
une implication et sa réciproque (Gras et al., 1996

Etablissons pour chacun de ces deux modéles retesiustensités d’'implication de la
conjonctionaC b sur les variables et nonc (encore notée). Nous utiliserons la relation

simple : Narpe = Narp - Narbrc -
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4.1 Modéle de Poisson

Dans ce modele, pour respectivement I'implicatmnb — € et I'implication aCb - c,
les indices gal b, c) et g(aC b,T) sont
_NgrpNe __Namp-Ne
Nabrc n Nambre n
0= et g= )

Namh-Ne / Narp N
n n

Pour que l'implication &b - T soit de bonne qualité, il est nécessaire queod
négatif.

En effet, le nombre de contre-exemples obseryé . doit étre inférieur & celui auquel
seul le hasard pourrait conduire, dans I'hypott@selépendance delab et de c, soit la

Narp-N
moyenne—22-¢C

On retrouve ici un argument justifiant le cas (B)mhragraphe précédent. Des définitions

Nadb —Nadboe ~ Nab e ( )
L allb —alblic n n-n n-n
(2) on déduit : g= n__-. _abbLc ab €
\/nan.nC \/n.nan.nC
n

_MarpNe) Narbh e
Natoe n n
= = - ———
Namp Ne Namn-Ne
n n

Finalement: g=-@ |'C soit —Lt=- |-c

g; et @ sont bien de signes opposés, ce qui est conforfiietdition. Mais de plus,
I'amplitude de la positivité de,induit celle de la négativité deg.q

Au sens de lintensité d'implication (classique)pup que la regle ab - ¢ soit
considérée comme une exception et apparaisse, [Héredice ¢(alb,C)-

¢(alb, c) suivante doit étre positive et suffisamment grande

t2 +0o0 § _qlv% t?
400 _U 1 _ 1 c -

t
1 L
—_— e 2dt-— e 2dt= — e 2dt 3
N2m I N2m I 21T j ®)
51} —q 1 o]
Vné
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Conséquence 1l y a donc apparition de regles d’exception :

Naoboc < Narb
n

o . n N
- lorsque gest négatif, c’est-a-dire lorsq —< (sous-indépendance) ;
n

- de qualité d’autant meilleure que I'ensemble G imstances satisfaisanest supérieur
a celui qui satisfont sa négation non c. La fored'idtensité d’exception sera a la mesure de

la valeur de l'intégrale gaussienne sur l'intereddt ; - d, /E ]. De méme, régle attendue et
Ne

regle d’exception coincident lorsquegg, = 0.
Ainsi, c’est a l'occasion de l'indépendance delaetc et donc de &b et c que
disparait la régle d’exception.

4.2 Modéle binomial

Posons g et q’ respectivement les indices respectifs d'implicatie alb- Cet

alb -c, lorsque le modéle de tirage aléatoire des paftje® et C est binomial. Dans ce
cas, par un calcul comparable au modeéle précédemthtient

A1 _ [ng(n® —namp ) 4)
a, nc(n2 —Narp-Nc)
Posons
1
NN ) |2
[1-men )
Kabo =l ) ©
1"
Donc,
q—Il: - E k(a,b,c) (6)
d. e

et la différencedp(alb,C) - ¢(allb,c) entre les intensités d'implication est

, /n
, i -q1 = k(abe)
t 1 + o ng _L

1 +00 _ _L 1
—— |e 2dt — e 2dt = 2 dt
J2mr (;f NPYs nj NE qj. ¢
1 -qy /i' k (ab,c) 1

(7)
Conséquence .2Pour le modéle binomial, la différence entre tgensités d'implication

sera non seulement fonction du rappcgﬁ mais aussi de k(b,9 (5). Ce coefficient est
C
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1- Namp-Ne
5 )

. n Nap-Ne
d’autant plus grand et renforce ainsi I'effet dppcart—C que 1- atb-¢
Nc n n

. ...n n n Nz
cest-a-dire 22 € 55 “alb ‘¢
n n n

que, de gauche a droite, les probabilités respectiu nombre de contre-exemples aléatoires
- dans le modéle binomial ou les variable§ b et c seraient indépendantes - des
implicationsalCb- Cetal b-c. Ainsi, plus on s'attend a une réfutationaleb- €, au

vu de nypet deC, plus le caractére surprenaexceptionnelde cette régle est manifeste
par le constat de la modicité des contre-exemplserwés a savoing.. Ceux-ci la

valident au détriment dealb- ¢ (argument favorable a la conjecture 3 du § 3.2).

. Les deux membres de cette inégalité ne sontsautre

L'inégalité montre la « contribution active a I'eemtion » au rapport%, contribution
C

gu'apportent les instances, de cardingly, dans celles de cardinag .

Cette conséquence 2, liée au modele binomial, mppsrait donc plus riche que la
conséquence 1 car elle nous fournit une relatiocoddrole entre les parametres plus fine du
caractere d’exception que dans le modéle de Pois€enphénomeéne, certes lié au nombre
de parameétres de définition du modéle binomialgritifie cependant d’'un intérét que le
logiciel CHIC permet d’exploiter a travers I'offde son menu.

Remarque :A titre de comparaison, intéressons-nous a un antlee de mesure de
qualité de régle, l@onfiance c,qui est a la base des principaux autres indicequadité
(Lenca et al. 2004). Elle s’exprime ainsi :

n ., Progalc
—aLk (souvent notée L
Ny Proa]

dec sachang).

La relation entre les régles que nous avons exawiest alors :

c(abb - g)= [abE _ g Nalble _y _capp . q)
Natb Namb
La regle d’exception a pour mesure le complémentia la régle attendue. Ainsi, elle est
indépendante des valeurs des occurrences.

cla-c)= , autrement dite probabilité conditionnelle

5 Conclusion

Lorsque deux variables impliquent un&"3 que leur conjonction implique plutét la
négation

de cette 3™ nous considérons que cette régle est d’exceptioryn sens voisin mais
différent de celui de E.Suzuki et Y.Kodratoff (1998lous avons étudié et illustré par un
exemple numérique et un exemple de génétique, rbsgon de ce caractére exceptionnel.
Puis nous avons précisé les relations entre leangres des variables dans les deux
modélisations selon lesquelles est construite Iys@Statistique Implicative : un modele de
Poisson et un modeéle binomial, I'un et I'autre cangeant vers le méme modéle gaussien.
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Nous avons évoqué une approche complémentairelpalfitection de ces regles qui se
base sur les travaux menés ces derniéres annéts friregles (Gras et Kuntz, 2005). La
construction associée d'une hiérarchie implicatiiee pas été initialement développée dans
ce but. Cependant, elle constitue une piste a exptant d’un point vue algorithmique que
méthodologique concernant linterprétation de cd pourraient étre des « R-régles
d’exception ».
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Summary

In Rule Mining some exceptional situations are ramytto the common sensea - ¢
andb - c and @ etb) - nonc. These rules are called exception rules. Followtimg
precursory work of E. Suzuki and Y. Kodratoff, wady the conditions in which these rules
appear in the framework of the Implicative StatistiAnalysis (S.I.A.).
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Annexe

Nous avons construit un fichier fictif de 200 ssjedur lesquels nous observons les
variables binaires : a, b,Lab, ¢ et non c. Voici les 20 premiéres lignes du tallé2e sont
les 4 premiéres qui vont principalement intervelains I'apparition de la regle d’exception

sujets a b ab c nonc
1 1 1 1 0 1
2 1 1 1 0 1
3 1 1 1 0 1
4 0 1 0 0 1
5 1 0 0 1 0
6 0 1 0 1 0
7 1 0 0 1 0
8 0 1 0 1 0
9 1 0 0 1 0
10 0 1 0 1 0
11 1 0 0 1 0
12 0 1 0 1 0
13 1 0 0 1 0
14 0 1 0 1 0
15 1 0 0 1 0
16 0 1 0 1 0
17 1 0 0 1 0
18 0 1 0 1 0
19 1 0 0 1 0
20 0 1 0 1 0
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