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Résumé - Nous présentons quatre modeéles de discrimination sur variables qualitatives . la
discrimination prédictive fondée sur le modéle d'indépendance conditionnelle, deux modéles
graphiques décomposables et le modele logistique linéaire. Toutes ces méthodes visent &
réduire la complexité du modéle multinomial complet Nous introduisons ensuite, les

programmes des quatre méthodes.

Mots-clefs - analyse discriminante, discrimination prédictive, variables  qualitatives,

indépendance conditionnelle, modéles graphiques décomposables, modéle logistique.

Les programmes (exécutables et données) sont sur le WEB 2 I’adresse de la revue. Pour
toute information concernant ces programmes veuillez contacter

nasroallah@ucam.ac.ma.
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1. Introduction

On dispose d'un échantillon de » individus décrits par p variables qualitatives X!, .., XP dont
Fappartenance & l'un des & groupes a ptiori Gy,.. .Gy est connu. L'ensemble E désignant
l'espace des observations (par exemple si les variables sont toutes binaires, alors E={0,1}P),
nous notons par Z" = {( X,Y1)s.. ,{ Xnyn) } I'échantillon d'apprentissage et par G = (Gy,. .,Gy)

la partition définie sur Z", ou :

e X ¢lément de E est le vecteur de description de la i observation par les p variables

e y; appartenant a{1,.. .k} indique le groupe auquel appartient cette observation.

Le probléme est alors de construire, sur cet échantillon, des régles de décision qui produiront
un minimum d'erreurs lorsqu'elles seront appliquées dans le futur Plus précisément, on
suppose que la partition G est munie d'une loi de probabilité [1 = (I, ... , [1k) appartenant a
Sk, 00 Si. est le simplexe unité de 3*  On suppose de plus que les points de E provenant d'un
méme groupe G, sont les 1éalisations d'une variable aléatoire de distribution Py par rappoit a
la mesure de comptage sur E, nous posons P = (Py,...Py). Dans ce cadre, toute 1égle de
décision 9, : ExSixZ" —{1,..,k}est une fonction mesurable dépendante de la valeur de
'observation X, du vecteur de probabilité a priori I'T et de Z". On considére le probléme selon
le point de vue de la théorie de décision et dans ce cas l'espace d'action et l'espace des
paramétres est {1,.. .k} Une fonction de perte arbitraire L est une fonction a valeur réelle sur
i1,..kx{1,...k } ; L(ij) représente le colit de mauvais classement d'un individu (ie. une
observation) de Gj dans G; pour i, j=1,.. , k Par ailleurs, la probabilité a postetiori du

groupe { est donnée par :

Po=i [X=x]= &) ()
%jmiPj(x)

Le risque de Bayes d'une fonction de décision & est définie comme l'espérance du cofit de

cette fonction de décision par rapport & la probabilité a posteriori P’ ie.
R »(5.x)= YLE)P fp=i X=x]
i
La régle de décision bayésienne, éB(x) est celle qui minimise le risque RP* (6, X), ie.:
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R «(g.x)= mn R «(@x
pba-x) s(x)efl K} P 6.x)
Dans le cas particulier de la fonction de perte 0-1 qui est la plus utilisée (i.e. L(i,i) = 0 et L(i,j)

=1, i#]), la régle de Bayes, qui réalise ce minimum, consiste a :
affecter x 3 Gy < h=argmax; ;P (x) (H

En pratique, les quantités en jeu dans le modéle bayésien ne sont pas connues et doivent étre
estimées. L'cstimation des probabilités a prioti ne relévent pas de l'analyse statistique de
I'échantillon d'apprentissage Z" , sauf si Z" est issu dun mélange de lois, auquel cas les
probabilités a priori seront estimées par les proportions. Dans l'autre cas, leur choix peut &tre
délicat et bien souvent on est amené a se placer sous 'hypothese d'égalité des probabilités a
priori. Finalement, l'estimation statistique d'une régle de décision revient a estimer les
probabilités Pi(x), j = 1,....k. Loisque les variables sont qualitatives (i.c. a valews discrétes), il
est naturel d'utiliser des distributions de probabilités discrétes et bien sir de manicre
privilégiée la distribution multinomiale. Une maniére de réduire la complexité de ce modele
est de considérer un modéle parcimonieux et robuste comme le modéle d'indépendance
conditionnelle (MIC). MIC consiste & supposer que les p variables sont indépendantes dans

chaque groupe. Ainsi l'estimation de la probabilité conditionnelle Py (x) s'écrit :

@

. P #ix; Gy Ixi = i}
By )= it Gn =
=1 Dh

# désignant le cardinal d’un ensemble, x' Ia ™ composante du vecteur x et n, =#{x; € G, {.
Y h i h

MIC fournit en général de bons résultats et il est considéré comme une méthode de référence
dans ce cadre (¢f [CEL94] Ch2). Bochi, Celeux et Mkhadri ([BOC93]) ont fourni a la
bibliothéque Modulad le programme DISIND correspondant 8 MIC.

L'objet de cette notice est de présenter quatre nouveaux programmes associés a quatre
nouvelles méthodes de discrimination discréte qui visent aussi 4 réduire le probléme

d'identification par la diminution du nombre de patamétres a estimer.
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2. Discrimination prédictive discréte
L'approche prédictive de discrimination consiste 4 remplacer dans (1) les distributions de
probabilité conditionnelle par les distributions de probabilité prédictive (cf. [GEI66],

[GEI93]) qui s'écrivent sous la forme :
ph(x |Xn)= foPnlx |On )‘P(Gh [x" }iﬂh (3)

ot y( On] X" est une certaine densité a posteriori et X" = {xi }?:1 L'utilisation de la regle (1)
par la discrimination prédictive a été justifi¢e récemment par Johnson et Mouhab ([JOH96]).
Par ailleurs, cette méthode a été plutdt considérée uniquement dans le cas ou les variables
sont quantitatives : car en choisissant un modéle gaussien pour chaque groupe et une loi non
informative de Jeffery pour les patamétres, on obtient une forme explicite pour la densité
prédictive qui est une densité de Student (cf. [MKH97}). Maintenant, supposons que E =

{0,1}" et que chaque groupe Gy est repiésenté par un vecteur binaire a; De méme, nous

xfl —af;' le nombre d'observations du groupe Gy qui différe de ay

notons par nj, = ineGh
pour la j*™ composante et alors 8; = n j /ny, représente la fiéquence relative (0<0 <1).
Gyllenberg et Koski ([GYL97]) ont montré que si Py (X | a,,0jn) est une distribution de
Bernoulli multivariée et si, Oy est un vecteur de p variables aléatoites indépendantes suivant

une loi Beta , alors la densité prédictive s'écrit :

L WO )

nh+2

n p

prix [X%ay = 11

i=l ny + 2

ot w(j,h) = | X - ay |. Nous avons remarqué que la preuve de ce résultat reste inchangée, dans

e

cas de variables qualitatives, si on remplace la distance L, par la distance d définie par
d(x%y% =1 si x"#y% et 0 sinon, ol x (resp. y¥) est la modalité de la variable q pour

I'observation x (resp. y). Dans ce cas, la formule (4) devient :

% d*(j,h) * 1-d*(j,h)
*( - p 0 +1 Ny +1
prix | X", ap J= 11 - (5)
j=H Oy +2 np +2

ou n¥*jy = ZXi Gy, d(xg,agl) et d*(j,h) = d(x, a; ). Comme pour la classification de données

52 PROGRAMME AN. DISCRIMINANTE



53

binaires ou qualitatives ([GOV90], [NAD93]), le représentant de la classe a est obtenu soit
par la régle majoritaite ou soit par maximisation de l'entropie ou soit par maximisation de la

vraisemblance prédictive (cf. [GYL97]).

L'avantage de (5) est qu'elie n'est jamais nulle pour toute cellule, alors que I'expression (2) du
MIC nécessite une correction de chaque terme du produit pour éviter ce probléme (cf
[CEL94] ch2). Par ailleurs, nous avons effectué une petite comparaison numérique des
modéeles (2) et (5) sur trois échantillons de données. Elle montre que les valeurs de (2) et (5)
pour toute observation sont en général différentes, et que les décisions fournies par les deux
modeles sont relativement identiques. Mais, il est possible que dans d'autres situations les

deux modeéles peuvent fournir des résultats différents.

Nous désignons par DIPIND le programme correspondant & la discrimination prédictive

fondée sur le modéle d'indépendance conditionnelle (5).

3. Modéles graphiques décomposables

L'hypothése d'indépendance conditionnelle, comme MIC ou DIPIND, est simple mais peut
paraitre non réaliste dans certaines applications. Comme alternative Chow et Liu ([CHOG68])
proposent les modéles graphiques décomposables (ou réseaux probabilistes) qui fournissent
pour chaque groupe a discriminer une estimation de sa densité de probabilité en tenant compte
de certaines relations de dépendance conditionnelle entre variables explicatives. Plus
précisément, chaque groupe Gy est associée a un réseau probabiliste défini par un couple (4,
Py) ot 4 est un arbre fini associé a une distribution de probabilité Py, Les sommets de l'arbre
représentent les variables aléatoires X',...,XP; deux sommets sont relids entre eux pat une
aréte dont la longueur est une mesure de liaison. Ils proposent comme approximation de la

distribution P inconnue le "champ markovien" P," qui s'écrit

P (x)= ﬁ}Ph (| X0 ©)
=

ou X est la variable qui désigne le parent de X’. La 1acine X' de l'arbre peut étre

arbitrairement choisie et caractérisée par la probabilité P(x'). Ce modéle graphique (6) est
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estimé par minimisation de la distance de Kullback-Leibler entre la vraie distribution P et son

approximation P’ :

da (PP =3 3 Ph<x,z)m{—§bi’f—’—?—]
hx,z Py (x)Py (2)

Les quantités Py(x,z) sont remplacées par les fiéquences observées et l'arbre de dépendance
est obtenu en utilisant un algorithme de Kruskal détaillé dans [CHO68], et [CEL94] ch. 4).
Alors les probabilités correspondantes Pu'(x;) sont estimées par les estimateurs de maximum
de vraisemblance. Nous désignons par DISARC le programme associée & la discrimination

fondée sur les arbres de dépendance conditionnelle.

Par ailleurs, dans une petspective parcimonieuse, Wong et Wang (|[WON77]) suggérent de

considérer la forme (6) mais avec un seul arbre pour tous les groupes qui maximise

pl| k . s C
) { Znhih(xl,xl(l))—l(xl,xl“))}
i=1Lh=1

ot In(x' x @) (resp. I(x',x 9 )} est la mesure d'information mutuelle conditionnelle au groupe
h (1esp. globale) (cf [MKH94]). On désigne par DISARG le programme associé a la

discrimination fondée sur un seul arbre de dépendance globale.

Wong et Poon ([WON89]) affirment, d'aprés une petite étude par simulation, que si DISARG
est attractif au niveau de calculs, il peut étre moins efficace que DISARC. Mais, cette
affirmation peut étre critiquée spécialement dans le cas des échantillons de petites tailles. En
effet, il est bien connu dans ce cadre que CIM, qui est un cas particulier de DISARG, fournit
souvent de bonnes performances. Par ailleurs, une récente étude comparative menée par
Nastoallah ([NAS98]) montre que DISARG fournit des résultats relativement meilleurs que
DISARC; ce qui confirme encore cette critique. Finalement, nous pensons que ces deux

modéles sont en fait trés utiles lorsque la dimension est trés grande.
4. Discrimination logistique

Le modele logistique est un modéle semi-paramétrique qui est notamment utilis¢ dans le
domaine biomédical et plus particuliérement dans les enquétes ¢pidémiologiques pour étudier

l'association entre une maladie et un facteur de risque ([HOS89]). Les références essentielles
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de son application en discrimination sont [DAY67] et surtout [AND72] et [AND75] (voir
[CEL94] Ch.3 pour d'autres références). Généralement, le modéle logistique vise & décrire la
liaison entre une variable qualitative Y 4 &k modalités (variable de groupe) et I'ensemble de
variables explicatives (X’,...,X?). Dans le cas de deux groupes a discriminer, supposons que X

est un vecteur d'observation, alots le logarithme du rapport de vraisemblance est modélisé par

P(x)

I:,Z(X)]z px (7)

In[

ot x* = (1,x',...,.x")" et B' = (BY, B1..., Pp) est un vecteur de paramétres inconnus Comme

MIC la diserimination logistique linéaire est parcimonieuse : le nombre de paramétres a

estimer est égal a p + 1. Maintenant, si nous posons :
vix)=P(Y=j[x) j=1,2, avec v (x)+vix)=1,

nous en déduisons alors, en calculant le rapport de v;(x)/vz(X) par la formule de Bayes et en

prenant le logarithme, que :

in [ 12 1 (mum) + BxE.
1-v1(x)

Ce qui est équivalent & :

exp(Bo +B*' x)
1+exp(fg + B*t X)

vi(x) =

ol (Bo = In(m)/mz) + B et B*=(B,..., Bp) , donc :

Logit {%J ~ Bo+Bx ®)

L'observation X est alors affectée au groupe 1 si Logit]vi(X)/(1 - vi(x))] > 0 et au groupe 2

sinon.

Maintenant, pow définir le modéle logistique dans le cas de & groupes, nous notons par B =
Bsts - Bsp)s s = 1,..., k - 1, le vectewr de paramétres. En considérant, par exemple, le groupe k

comme le groupe de référence, le modéle s'écrit alors :
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Logit[vs(x)/vi(x)] = Bs+Bs X } 9
ce qui est équivalent a :

exp(Bso +Bs'%) 10)
1+ %exp(ﬂh{) +By'x)

V(X)) =

ol (Bo = In(msm) -+ [320, s =1,., k- 1. Les paramétres du modele sont estimés par la
méthode du maximum de viaisemblance en utilisant un algorithme de Newton-Raphson. Pour
plus de détails sur le probléme d'estimation voir par exemple [CEL94] Ch.3. Nous désignons

par DISLOG le programme correspondant a la discrimination logistique linéaire.

5. Description des programmes

Les programmes DIPIND, DISARC, DISARG et DISLOG, sont écrits en langage Pascal,
réalisent la discrimination sur variables qualitatives, selon les modéles respectifs décrits dans
les sections précédentes, en privilégiant le point de vue décisionnel. Nous avons essay¢ de
fournir la méme interface que le programme DISIND disponible dans la bibliothéque de
Modulad. En entrée, les variables explicatives sont qualitatives avec un nombre de modalités
fixé selon la nature du programme, et le cas échéant ce nombre peut étre modifié dans le
programme source. Le fichier de données doit &tre en code ASCII ou il est indispensable de
laisser un blanc entre deux valeurs successives (type de format : 1 2 3 1). Trois possibilités
sont envisagées pour les probabilités a priori des groupes : soit elles sont proportionnelles aux
effectifs des groupes dans le fichier de données, soit elles sont égales, soit elles sont spécifiées
par l'utilisateur. La validation de la régle de décision se fait soit & T'aide d'un échantillon test,
tiré au hasard ou spécifié par l'utilisateur, soit par validation croisée uniquement pour DIPIND
et DISLOG Cette derniére possibilité est conseillée surtout si Ia taille de I'échantillon est trés

petite.

En sortie, on édite le tableau de classement issu du croisement de la partition & discriminer et
la partition obtenue par la régle de décision, et le tout est stocké dans le fichier "résult”. Ces
sorties sont fournies pour I'échantillon d'apprentissage et, suivant les cas, pour I'échantilion

test ou aprés évaluation par la validation croisée.
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