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RESUME : 
On étudie ici  les méthodes d’analyse factorielle d’une série de tableaux de 
données, chaque tableau étant associé à un ensemble de variables quantitatives 
mesurées sur un ensemble d’individus.  
On examine d’abord le cas où les tableaux sont définis sur le même ensemble 
d’individus, puis le cas dual où c’est l’ensemble des variables qui est le même, 
et enfin le cas où tous les tableaux sont de même format. 
On adapte ensuite les méthodes définies dans le cas quantitatif, au cas de 
l’analyse des correspondances, avant de considérer un mélange de deux types 
tableaux,  les tableaux du premier type étant associés à des variables 
quantitatives, et donc analysables par l’ACP, tandis que les tableaux du second 
type relèvent de l’analyse des correspondances. 
 
MOTS-CLES : 
 Analyse Factorielle,  Analyse en Composantes Principales, Analyse des 
Correspondances, Analyse Factorielle Multiple, STATIS,  Analyse Interclasses, 
Analyse Intra-classes, Tableaux Cubiques.  
 
 
 
 ABSTRACT : 
We study here the methods of factorial analysis of a set of tables, each table 
being associated to a set of quantitative variables measured on a set of 
observations. 
We consider at first  the case where the tables are defined on the same set of 
observations, then the case where the set of variables is the same and at last the 
case where all the tables have the same dimensions. 
We adapt the methods defined in the quantitative case, to the case of 
correspondence analysis before to examine the case of two types of tables, the 
first type of tables beeing studied by PCA, and the second type by 
correspondence analysis 
 
KEY-WORDS : 
Factorial Analysis, Principal Component Analysis, Correspondence Analysis,  
Multiple Factorial Analysis,   STATIS, Interclass Analysis, Intraclass Analysis, 
Cubic Tables. 
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I INTRODUCTION 
 
On se propose d’étudier les méthodes d’ analyse factorielle d’un ensemble de 
tableaux X1 ,…, Xk , …, Xr  , chaque tableau Xk   étant  défini   sur  le  produit  Ik 
x Jk,  Ik   étant  l’ensemble des variables et Jk   l’ensemble  des individus associés. 
On envisagera les trois cas suivants qui seront respectivement traités aux §§ II, 
III, IV : 
       a) Jk  = J : tous les tableaux  sont définis sur le même ensemble  d’individus 

  b) Ik  = I : tous les tableaux  sont définis sur le même ensemble de variables. 
       c)Ik  = I , Jk  = J auquel cas on peut  considérer qu’on a un tableau cubique 
défini sur le  produit I x J x K (où K= {1,2,...,k,...,r }) . 
Enfin, au § V,  on adapte les méthodes développées  au cas de l’analyse des 
correspondances, tandis qu’au § VI, on envisage le cas où l’on a un mélange de 
deux types de tableaux,  les tableaux du premier type étant des tableaux associés 
à des variables quantitatives que l’on peut étudier par l’Analyse en Composantes 
Principales (ACP), tandis que les tableaux du second type sont analysables par  
l’analyse des correspondances( tableaux de contingence, de fréquences, tableaux 
disjonctifs complets, etc. ). 
On ne se  place pas ici dans le cadre de la modélisation multi-tableaux, comme 
c’est le cas dans VIVIEN (2002) et on se restreint à un cadre factoriel et 
géométrique. D’autres méthodes d’analyse ternaire sont également exposées 
dans un cadre plus général par D’AMBRA et alt.(2001). 
Les notations utilisées, qui sont analogues à celles définies dans CAZES (1987) 
ou CAZES (1999) sont rappelées au fur et à mesure.   
Dans toute la suite, on appellera analyse factorielle ou ACP du  triplet  (X, M, 
Dp ) où X est un tableau  croisant p variables avec n individus, M la métrique 
dans Rp, et Dp  la  métrique diagonale des poids dans Rn, la recherche des 
valeurs propres et des vecteurs propres normés des matrices XDp X’M  et  
X’MXDp   ( le prime correspondant , comme c’est classique en statistique au 
transposé) qui permettent la représentation des colonnes et des lignes du tableau 
X dans les repères orthonormés correspondants. 
Si  X est  centrée, et M la métrique identité (M = Idp ), on obtient l’ACP usuelle 
sur matrice variance, tandis que si  X est  centrée réduite,  M étant toujours égale 
à la métrique identité, on obtient l’ACP sur matrice de corrélation ou ACP 
normée. 
 
II ANALYSE FACTORIELLE D’UN  ENSEMBLE DE TABLEAUX DEFINIS 
SUR LE MÊME ENSEMBLE D’INDIVIDUS                                                                            
 
Dans ce cas le tableau Xk est défini sur le produit Ik x J , l’ensemble des 
individus étant  le même pour tous les tableaux . 
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II 1 NOTATIONS 
 
On désigne par n le cardinal de J  et par pk (qu’on notera aussi pk ) celui de Ik . 
On  suppose   l’espace   Rn  muni   de   la   métrique   diagonale   des   poids  
Dp   =   Diag( pj  | j=1 ,  n)     ( pj  étant  le  poids  de  l’individu  j , ( pj  > 0 ,  
Σ  { pj   |  j=1 , n } =1 )  ) et l’espace Rpk ,de la métrique dont la matrice associée 
dans  la base canonique de Rpk  est Mk . 
Au tableau Xk  ,  de dimensions pk x n , on associe : 
 
- dans Rpk , le nuage M k ,des individus , i.e. le nuage des colonnes du tableau Xk 
. 
- dans Rn ,   le nuage    N k ,des  variables, i.e. le nuage des colonnes du tableau 
X’k  , transposé de Xk . 
 
-le sous-espace Hk  de Rn , engendré par    N k et le projecteur Pk associé.  
 
-le centre de gravité   gk  = Xk Dp 1n  de   M k  , 1n   étant le vecteur de Rn, dont 
toutes les composantes sont égales à 1.On supposera (sauf avis contraire ) que  
gk   = 0, i.e. que Xk est centré. 
 
-la matrice variance Vk = Xk Dp X’k . 
 
-la matrice de produits scalaires Wk = X’k  Mk   Xk . 
 
On pose également : 
- p =  Σ  { pk  |  k=1 , r } : nombre total de variables .  
 
-X’ = ( X’1 ,…, X’k ,…, X’r  ) :  tableau global , juxtaposition des X’k . 
 
- M   =  Diag(  Mk | k =1 ,  r) , métrique  bloc diagonale dans Rp dont le kème  bloc 
diagonal est égal à Mk .  
 
 -W =  X’MX =  Σ  { Xk’ Mk Xk |  k = 1,  r } =   Σ  { Wk  |  k = 1 , r } . 
 

-  M    : Nuage des colonnes du tableau  X (nuage global des individus). 
 
-   N  =        N 1 U N 2,… ,U N k  ,…, U N r   : nuage des colonnes du   tableau 
X’ (i.e. nuage de toutes les variables ) . 
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- H = L(H1,…, Hk ,..., Hr ) , le sous-espace vectoriel de Rn ,  engendré par   N   
(i.e. par toutes les variables ). 
 
 
II -2  PRINCIPE  DES METHODES FACTORIELLES D’UN ENSEMBLE  
DE TABLEAUX DEFINIS  SUR  LE  MÊME  ENSEMBLE  D’INDIVIDUS. 
 
II-2-1  INTRODUCTION 
 
Le but de ces méthodes est de construire une base orthonormée  adéquate soit du 
sous-espace H, soit des sous-espaces Hk, soit  de l’espace Rp,  soit  des  sous-
espaces Rpk ,  pour  y  avoir  une représentation ‘‘optimale ’’ des  variables  et  
des  individus. 
La   plupart    des  méthodes  d’analyse   factorielle   d’un    ensemble   de     
tableaux        
X1 ,…, Xk , …, Xr  reviennent  du moins au premier pas à  faire l’analyse   
factorielle 
( Analyse en Composantes Principales (ACP) ) du triplet (X , M,  Dp ) ou du 
triplet  (Y,  M,  Dp ) , où 
 

Y’ = (α1 X’1 ,…, α k X’k ,…, α r  X’r  ) =  ( Y’1 ,…, Y’k ,…, Y’r  ) 
 
correspond au tableau X’ où chaque tableau  X’k  (ou X k  )  a été pondéré par un 
coefficient α k (α k > 0 ) et remplacé par le tableau Yk = α k Xk . 
 
Notons que l’analyse de  (Y,  M,  Dp ) est équivalente à celle de (X,  Mp,  Dp ) , 
Mp étant la métrique bloc diagonale de kéme  bloc  diagonal  ( α k )2 Mk : 
 

M p  =  Diag(  ( α k )2  Mk | k =1 ,  r) 
Les  caractéristiques   associées  au   tableau  Y  seront   indicées  par  Y. Ainsi,  
MY, 
WYk   =  Y’k MkYk,   WY  =  Y’  MY  =   Σ  { WYk  |  k=1 , r }      correspondent 
respectivement à  M ,Wk , et W. 
 
Au premier pas, quand on fait l’analyse factorielle du triplet  (Y,  M,  Dp ), on 
est ramené  à  chercher   la  plus  grande   valeur  propre   des   matrices 
YDpY’M  et  Y’MYDp = WYDp et à considérer les vecteurs propres normés 
associés qui correspondent respectivement au premier vecteur  axial factoriel et 
à la première composante principale normée. 
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II-2-2 PRINCIPALES METHODES 
 
II-2-2-1  Analyse factorielle du triplet  (X,  M,  Dp ) 
 
Dans ce cas,  α1 = …= α k  …= α r  = 1. 
Si tous les Mk sont égaux à la métrique usuelle Idpk ,on obtient l’ACP usuelle sur 
matrice variance du tableau X . 
Si   de   plus    toutes   les variables   sont   réduites   ou  si   pour   tout  k , 
Mk = (Diag ( Vk ) )-1 ,on obtient l’ACP sur matrice de corrélation, ou ACP 
normée. 
 Dans ces analyses, on cherche des bases orthonormées de Rp ou plutôt du sous-
espace de Rp engendré par  М (les vecteurs axiaux factoriels) et  de H (les 
composantes principales normées). 
 
II-2-2-2  Analyse Canonique Généralisée de CARROLL (ACG) 
Il s’agit encore de l’analyse factorielle du triplet (X ,  M,  Dp ) , mais avec Mk =  
Vk

-1.  
Ici les composantes principales sont vecteurs  propres de Σ{ Pk | k=1 , r } . 
 
II-2-2-3 Analyse Factorielle Multiple (AFM) d’ESCOFIER-PAGES (1998)  
Il s’agit  de l’analyse factorielle  du triplet (Y ,  M,  Dp ), avec  α k =  ( 1/ λ1k )1 /2  
, λ1k  désignant la plus grande valeur propre dans l’ACP du triplet  (Xk , Mk  ,Dp ).  
 
II-2-2-4 STATIS (LAVIT, 1988) 
Il  s’agit  toujours de l’analyse factorielle  du   triplet (Y ,  M,  Dp ), les 
pondérations  αk  étant  égales à   √uk ,  uk  étant  la  kème  composante du vecteur  
propre normé  u 
(u’ u=1 )  associé  à  la  plus  grande valeur propre de la matrice carrée  C 
d’ordre  r , dont le terme général ckk’  ( 1≤k, k’ ≤  r ) a une des deux expressions 
suivantes : 
 
 
                                             ckk’  = Trace (Wk Dp Wk’ Dp  )                              (1)     
                                
ckk’  = Trace (Wk Dp Wk’ Dp ) / ( Trace ( (Wk Dp)2  )  Trace ( (Wk’ Dp)2 )  )1/2   (2)         
 
On peut noter que par construction, la matrice C a tous ses termes positifs ; donc 
d’après le théorème de Frobenius, le vecteur  propre de C associé à sa plus 
grande valeur propre  a toutes  ses composantes de même signe, signe que l’on 
peut toujours choisir positif, ce qui légitime l’écriture αk =  √uk . 
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II-2-2-5 Analyse en Composantes Principales  Généralisées (ACPG) de CASIN 
(1996) 
 
Dans cette analyse qui revient à chaque pas à rechercher le premier  facteur 
d’une ACP, on cherche à construire une base  orthonormée de chaque sous-
espace Hk  (et non plus une base orthonormée de l’espace H engendré par les 
Hk). 
 
Au premier pas, on recherche le premier  facteur dans l’ ACP du triplet (X , M, 
Dp ) . 
Soit :      
ψ1 la première composante principale de l’ACP  précédente  ( rappelons que  ψ1 
n’est pas normée, puisque sa  variance  est égale à la plus grande valeur propre 
de WDp ) . 
 
ψ1

k = Pk ψ1  la  projection de  ψ1 sur Hk . 
 
P ψ1k le projecteur sur ψ1

k. 
 

X’k
(1) = (Idn - P ψ1k ) X’k , le tableau des résidus des variables de X’k quand on 

fait la régression sur ψ1
k , Idn étant la matrice identité d’ordre n.  

 
X’(1) = ( X’1

(1) ,…, X’k (1),…, X’r (1) )  . 
 
Au second pas, on recherche le premier facteur dans l’ACP du triplet (X(1), M,  
Dp ) . 
Soit : 
ψ2 la première composante principale de l’ACP  précédente . 
 
ψ2

k = Pk ψ2  la  projection de  ψ2 sur Hk . 
 
P ψ2k le projecteur sur ψ2

k. 
 
X’k

(2) = (Idn - P ψ2k ) X’k
(1)  = (Idn -  P ψ1k  - P ψ2k ) X’k  . 

 
puisque par construction  ψ1

k  et ψ2
k sont orthogonaux , et donc  P ψ1k P ψ2k  = 

P ψ2k P ψ1k =0 . 
 
X’(2) = ( X’1

(2) ,…, X’k (2),…, X’r (2) ) 
 
On itère la procédure en recherchant  la première composante principale ψ3 et sa 
projection   ψ3

k = Pk ψ3  sur Hk dans l’ACP du  triplet (X(2) ,  M,  Dp ) , puis on 
corrige le tableau  X(2) pour obtenir le tableau   X(3)  , avec : 
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X’(3) = ( X’1

(3) ,…, X’k (3),…, X’r (3) ) 
 
X’k

(3) = (Idn - P ψ3k ) X’k
(2)  = (Idn -  P ψ1k  - P ψ2k - P ψ3k ) X’k   , 

 
P ψ3k étant le projecteur sur  ψ3

k , et l’on continue le processus en faisant l’ACP  
du triplet (X(3) ,  M,  Dp ) , dont on ne considèrera que le premier facteur , etc. 
 
Remarques : a) Comme annoncé, les { ψs

k / || ψs
k ||     |  s =1, dim(Hk) }  

constituent une base  orthonormée du sous-espace Hk  . 
                     b) CASIN (1996) a montré que les  ψs

  étaient non corrélées, ce qui 
permet  après les avoir normés, d’avoir une représentation globale des variables 
dans le système orthonormé correspondant. 
                     c) Si on a un seul tableau (r =1) l’ACPG est équivalente à l’ACP 
usuelle du fait que ψ1

1 =  ψ1 et que les composantes principales sont non 
corrélées. 
                     d) Si on adopte les métriques Mk = Vk

-1, on obtient l’analyse 
discriminante des tableaux évolutifs de CASIN (1995). 
 
II-2-2-6 Analyse de Co-Inertie Multiple  (ACOM) de CHESSEL-HANAFI 
(1996) 
 
Cette méthode est en quelque sorte duale de la précédente, dans la mesure où 
l’on recherche ici   une base orthonormée  adéquate  de chaque sous-espace Ek 
=Rpk  (et non pas de E =Rp). 
Au premier pas on retient dans l’ACP du triplet (X, M, Dp) , le premier vecteur 
axial factoriel  u  =( u1’,… uk’ ,…, ur’)’ , uk  étant le sous-vecteur de u  associé au 
kème  groupe de variables, et on pose : 
 
vk

1  = uk / ||  uk 
 ||    sous-vecteur  uk  de u   normalisé . 

 
P vk1  : projecteur sur l’axe engendré par  vk

1 dans Rpk  . 
 
Xk

(1)  =  (Idpk - P vk1  ) Xk   , le tableau associé à  la projection du nuage  M k des 
individus sur l’hyperplan  de Rpk orthogonal à  vk

1  . 
 
X’(1) = ( X’1

(1) ,…, X’k (1),…, X’r (1) ) . 
 
Le second pas est identique au premier en remplaçant X par X(1) .  
Si donc on considère   le premier vecteur axial factoriel u dans l’ACP du triplet  
(X(1) , M,  Dp)  et si uk  désigne  le sous-vecteur de u  associé au kème  groupe de 
variables,  on pose : 
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vk
2  = uk / ||  uk 

 ||    sous-vecteur  uk  de u   normalisé . 
 
P vk2  : projecteur sur l’axe engendré par  vk

2 dans Rpk  . 
 
Xk

(2) = (Idpk - P vk2  ) Xk
(1)  =   (Idpk - P vk1 - P vk2    ) Xk 

 
X’(2) = ( X’1

(2),…, X’k (2),…, X’r (2) )  , 
 
et on continue le processus avec le triplet  (X(2) ,  M,  Dp) . 
 
Remarques : 
 
 a)Le nombre maximal de pas possible est égal à Max pk  . Pour un pas  s > pk , 
les vecteurs uk  et vk

s associés seront  pris égal à 0 . 
 
 b) Les  { vk

s |   s = 1 , pk } constituent une base orthonormée   de Rpk   
 
 c) Les composantes principales ψs  =  X’(s-1)  M u ( = X’ M u  , compte tenu des 
contraintes d’orthogonalité ) , u  étant  le premier vecteur axial factoriel issu de 
l’ACP du triplet (X(s-1),  M,  Dp)  ( avec X(0) = X ) sont non corrélées , ce qui 
permet , comme dans le cas de l’ACPG, d’avoir une représentation globale des 
variables dans le système orthonormé associé aux ψs . 
 
d) On peut introduire des coefficients de pondération αk pour chaque tableau Xk 
(cf. CHESSEL et HANAFI (1996)). La procédure étudiée s’adapte 
immédiatement en remplaçant le tableau X par le tableau Y (ou la  métrique  M 
par Mp ) . 
 
II-3 REPRESENTATIONS DES INDIVIDUS ASSOCIEES A CHAQUE 
TABLEAU Xk 
Les analyses présentées au paragraphe précédent permettent d’avoir une 
représentation globale des individus. Si on veut une représentation  des individus 
associée à chaque tableau k, on peut opérer de la façon suivante :  
On considère le tableau T suivant de dimensions  p x nr . T est le tableau bloc 
diagonal dont le kème bloc diagonal est égal à Yk : 
 
          1        2        k         r 
        1       Y1        0         0         0 
        2         0        Y2        0         0 
     T   =                
        k        0        0         Yk         0 
        
        r        0       0        0         Yr 
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et on projette chaque colonne de T sur les axes factoriels déterminés en II-2. On 
obtient ainsi pour chaque individu j, r représentations j1 , j2 ,… , jk ,… , jr  .Pour 
que la représentation globale de j soit au centre de gravité des représentations 
partielles   jk (1 ≤ k ≤r) il est classique dans certaines analyses (par exemple dans 
l’AFM) de considérer non pas le tableau Y, mais le tableau Y / r. En fait d’un 
point de vue pratique dans l’AFM,  on fait l’ACP du triplet  (Y,  M,  Dp), mais 
on fait subir une homothétie de rapport 1 /r à la représentation associée des 
individus, pour obtenir le principe du centre de gravité, très utile au niveau de 
l’interprétation. 
 
 
II-4 REPRESENTATION  DES TABLEAUX Xk 
 
Cette représentation, beaucoup moins naturelle que dans le cas où l’on a des 
tableaux définis sur le même ensemble de variables (cf. § III)  et pas toujours 
facile à interpréter, a été particulièrement développée dans STATIS et l’AFM. 
Pour effectuer cette représentation , on se place dans l’espace G = RN ( avec 
N=n2 ) des opérateurs de la forme A = WDp , cet espace étant muni de la 
métrique associée au produit scalaire défini par : 
                             <A , B > = Trace (AB) 
 
 
II-4-1CAS DE STATIS 
 
Dans ce  cas,   on    considère dans l’espace précédent le nuage des {Ak | k=1, r} 
avec Ak =Wk Dp . 
Pour représenter les Ak , on effectue alors  l’analyse factorielle ( non centrée ) du 
nuage précédent, chaque Ak étant muni de la masse unité , ce qui revient à 
diagonaliser la matrice C définie par (1). 
Si  us désigne le sème vecteur propre normé de C (us’ us = 1 ) associé à la valeur 
propre λs , les λs étant rangées par valeurs  décroissantes, la coordonnée de Ak  
sur l’axe factoriel s est donnée par uk

s √ λs , uk
s étant la kème composante de us . 

 
Remarques : 
a)l’opérateur Σ{uk

1 Ak |  k=1 , r } est l’opérateur qui maximise | |  B   | |2 parmi 
tous les opérateurs de la forme B = Σ  {uk  Ak  |  k=1 , r } avec Σ{ ( uk  )2 |  k=1 , 
r } =1 .  
Rappelons que le vecteur α des pondérations adoptées dans STATIS est le 
vecteur de composantes αk = √ uk

1. L’opérateur précédent  est classiquement 
appelé compromis et la représentation de l’ensemble K = {1,2,…, r} des r 
tableaux correspond avec la terminologie de STATIS à l’interstructure .De 
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même la diagonalisation du compromis qui correspond à l’ACP du triplet (Y, M, 
Dp ) s’appelle l’ intrastructure . 
 
b) On    peut    aussi   considérer    le nuage  des     opérateurs  normés 
Ak =Wk Dp / | |  Wk Dp   | |  ce qui revient à diagonaliser   la matrice C définie par 
(2). 
 
c) Si on munit les Ak de masses mk , et si Dm désigne la matrice diagonale des 
mk ,on est amené à diagonaliser la matrice (Dm)-1 C , les vecteurs propres us étant 
alors orthonormés pour Dm . 
 
d) Comme on l’a vu   au § II-2-4, le vecteur  propre de C associé à sa plus 
grande valeur propre  a toutes  ses composantes de même signe. Il en résulte un 
effet taille qui peut être important avec un taux d’inertie  du premier axe qui 
peut être très élevé   (supérieur à  0.9), ce qui limite l’intérêt de la représentation 
effectuée, comme on l’a déjà dit . 
 
e) Si l’on cherche l’opérateur A tel que  Σ  { | |  Ak   -A  | |  2  |  k=1 , r }  soit 
minimum , on trouve l’opérateur A = Σ  {  Ak   |  k=1 , r } /  r  dont la  
diagonalisation correspond au facteur 1 / √ r  près à l’ACP du triplet (X, M, Dp ) 
. 
 
II-4-2CAS DE l’AFM 
 
 Dans  ce  cas, si  ψs   est  la  sèm e   composante  principale  issue  de  l’ACP du 
triplet  
(Y,  M,  Dp  ) ,    on    considère   dans    l’espace    G ,   les   opérateurs   de   
rang  1, 
Bs = ψs ψs’Dp / λs , λs étant la valeur propre associée à zs. 
Par construction, les Bs sont orthonormés puisque : 
 
< Bs , Bt > =  Trace (ψs ψs’Dp  ψt ψt’Dp  )/( λs λt ) 
                 =( ψs’Dp  ψt)2  /( λs λt )    =  δs

t =1 si s = t et 0 sinon, 
puisque   les   composantes   principales sont  non corrélées  et  de  variance la 
valeur propre. 
On se sert du système  orthonormé des  Bs pour représenter les AYk = WYk , avec 
l’inconvénient que les Bs ne forment pas une base de G, ni du sous-espace de G 
engendré par les AYk .  La coordonnée  η ks   de AYk   sur Bs s’écrit alors : 
 

η ks =TRACE (  WYk Dp  ψs ψs’Dp  / λs ) =  ψs’Dp  WYk Dp  ψs  / λs 

Notons que : Σ  { η ks  |  k=1 , r } =  ψs’Dp  WY Dp  ψs  / λs = λs 
η ks  peut donc être considérée comme la contribution du tableau Yk à l’inertie  λs 
du sème facteur, dans l’ACP du triplet (Y, M, Dp ) . 
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Remarque : On a : WY Dp   = Σ  {  ψs ψs’Dp  |  s=1 , t } , t étant le rang de WY  i.e. 
le nombre de facteurs non triviaux  dans l’ACP du tableau Y. 
 
 
III ANALYSE FACTORIELLE D’UN  ENSEMBLE DE TABLEAUX 
DEFINIS SUR LE  MÊME ENSEMBLE DE VARIABLES.  
 
 Dans ce cas le tableau Xk est défini sur le produit I x Jk, l’ensemble des 
variables étant maintenant identique pour tous les tableaux.  
 
III-1 NOTATIONS 
On désigne par nk le cardinal de Jk  (qu’on notera aussi nk ) et par p celui de I 
(i.e. le nombre de variables) 
On suppose que chaque l’individu  j  de  Jk est  muni  de   la   masse pj   ( pj  > 0 ,  
Σ  { pj   |  j  ∈ Jk } =1 )   et on désignera par Dpk la matrice diagonale des poids 
associée.  
On suppose également qu’une pondération αk  ( Σ  { αk |  k= r } =1 ) est attribuée 
à chaque tableau Xk  
Au tableau Xk  ,  de dimensions p x nk , on associe : 
 
- dans Rp ,  le nuage M k ,des individus , i.e. le nuage des colonnes du tableau Xk 
. 
- dans Rnk ,   le nuage   N k ,des  variables , i.e. le nuage des colonnes du tableau 
X’k ,   transposé de Xk . 
 
-le sous-espace Ek  de Rp , engendré par    M k et le projecteur Pk associé. 
 
-le centre de gravité   gk  = Xk Dpk 1nk  de   M k  , 1nk  étant le vecteur de Rnk, dont  
les  nk  composantes sont égales à 1.  
 
-la matrice variance Vk et la matrice de corrélation Rk (si gk = 0, Vk = Xk Dp X’k).  
 
- Xk

- le tableau centré associé à Xk  (Xk
-   =  Xk  , si gk =  0 ) . 

 
- Zk le tableau centré réduit associé à Xk. 
  
On pose également : 
- n =  Σ  { nk  |  k=1 , r } : nombre total d’individus.  
 
-X = ( X1 ,…, Xk ,…, Xr ) :  tableau global , juxtaposition des Xk . 
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-G = ( g1 ,…, gk ,…, gr  )   : tableau  p x r des centres de gravité. 
 
-Dp  =Diag ( αk  Dpk  | k = 1,  r  )  = Diag (  ( αk pj  |  j  ∈ Jk )  | k = 1,  r  ) :  
métrique des poids dans Rn qui revient à attribuer le poids  αk pj   à l’individu j de 
Jk . 
 
 - g =   G Dα 1r   =   Σ  { αk  gk |  k=1,  r } , centre de gravité  global qu’on 
supposera à l’origine(g = 0 ) . Dans l’expression précédente,  Dα  désigne la 
matrice diagonale des  αk. 
 
- V = X Dp X’ , matrice variance totale . 
 
- X- = ( X1

- ,…, Xk
-,…, Xr

-  ): tableau, juxtaposition des  tableaux centrés par 
blocs Xk

- . 
 
 - Z= ( Z1 ,…, Zk ,…, Zr ): tableau,  juxtaposition des  tableaux  centrés réduits 
par blocs Zk. 
 
On peut noter que le tableau Z est  centré réduit, mais ce n’est pas le tableau 
centré réduit associé à X (sauf si  tous les  gk sont nuls auquel cas X- = X ) mais 
à  X- . 
 
- M =        M 1 U M 2,… ,U M k  ,…, U M r : nuage des colonnes du   tableau X 
(i.e. nuage de tous les individus ) . 
 
- N   : Nuage des colonnes du tableau  X’ (nuage global des variables). 
 
 
III-2 PRINCIPALES METHODES 
 On peut considérer les analyses suivantes où pour les trois premières, les 
coefficients  αk sont généralement égaux à nk / n, ce qui n’est pas  le cas des deux 
suivantes. 
  
III-2-1  ANALYSE FACTORIELLE DU TRIPLET  (X,  M,  Dp ) : 
Si M est  la métrique usuelle Idp  on obtient l’ACP usuelle du tableau X. 
Si de plus toutes les variables sont réduites (globalement) (auquel cas V est  
égale à la matrice de corrélation globale) ,ou si M = Diag(V-1 ) , on obtient 
l’ACP sur  matrice de corrélation, ou ACP normée.  
 
III-2-2  ANALYSE INTERCLASSES : 
Il s’agit de l’analyse factorielle du triplet  (G,  M,  Dα). 
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Cette analyse est équivalente à celle du triplet  (X - X- , M,  Dp ),  X - X- 
correspondant au tableau où chaque individu  j de Jk a été remplacé par le centre 
de gravité de sa classe, à savoir gk . 
Si M =  V-1, on obtient en particulier  l’analyse discriminante. 
 
 
III-2-3 ANALYSE INTRA-CLASSES : 
Il s’agit de l’analyse factorielle du triplet  (X-,  M,  Dp)  c’est à dire de l’ACP sur 
matrice variance  ou de l’ACP sur matrice de corrélation de X- , suivant le choix 
de la métrique M . 
On peut  également  faire  l’analyse factorielle du triplet   (Z, M,  Dp) qui est 
aussi une  analyse intra classes normée. 
Notons que dans l’analyse de  (X-,  M,  Dp )  , si l’on choisit la métrique V-1 , on 
obtient encore  l’analyse discriminante. 
 
III-2-4 L’AFM DUALE 
Il s’agit toujours de  l’analyse factorielle du triplet  (X,  M,  Dp ) (ou de (X-,  M,  
Dp ) dans le cas d’une analyse intra classes )  où les coefficients αk sont donnés 
par : 
αk  =  (1 / λk1 ) / (Σ  { ( 1 / λm1 ) |  m =  1, r } ) 
λk1  étant  la  plus  grande  valeur  propre  dans  l’ACP de  (Xk  ,  M,  Dp )  ( ou  
de (Xk

-,  M,  Dp ) dans le cas de l’ analyse intra classes )   
 
III-2-5 STATIS DUAL 
Il s’agit encore de  l’analyse factorielle du triplet  (X,  M,  Dp )   où les 
coefficients αk sont obtenus à partir du vecteur propre normé u associé à la plus 
grande valeur propre  de la matrice carrée  C d’ordre  r , dont le terme général 
ckk’  ( 1≤k, k’ ≤  r ) a une des deux expressions suivantes : 
 
                                             ckk’  = Trace (Ak Ak’   )                                         (3) 
 ou                 
 
                ckk’  = Trace (Ak Ak’   ) / ( Trace ( (Ak)2  )  Trace ( (Ak’)2 )  )1/2         (4) 
 
 avec : Ak = Xk Dpk Xk’M . 
 
Comme dans le cas de STATIS, on peut toujours choisir les composantes uk  de 
u positives, et on a alors : 
                                            αk  =  uk / (Σ  { um  |  m=1 ,  r }) 
 
En remplaçant Xk par Xk

-  et X par X- , on obtient une analyse STATIS duale 
intra classes . Il faut alors  remplacer l’opérateur Ak par Ak

- = Xk
- Dpk Xk

-’ M  
=Vk M dans les formules (3) et (4) et l’opérateur  compromis s’écrit    alors  
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 Σ { αk  Ak
- |  k= 1,  r } =  (Σ { αk  Vk

 |  k= 1,  r })M   =WM , W étant la matrice 
variance intra classes .Si donc M = V-1 ,on obtient une analyse discriminante où 
les masses des classes sont déterminées par la méthodologie STATIS.  
  
 
III-2-6 ADAPTATION DE  l’ACPG ET DE L’ANALYSE DE CO-INERTIE .  
 

Dans l’espace  Rp , le sous-espace vectoriel Ek  engendré par Mk est en général 
identique à Rp,  car, en pratique, le nombre d’individus nk de Jk est supérieur ou 
très supérieur à p. Quand on fait l’analyse factorielle du triplet (X, M, Dp), on 
obtient une base orthonormée de Rp et donc de chaque Ek .Il semble donc inutile 
d’adapter l’ACPG de CASIN. 
Par contre dans l’espace Rn , l’analyse factorielle du triplet (X, M, Dp), fournit  
une base orthonormée de Rn , ou plutôt du sous-espace engendré par  N et il 
peut être intéressant si on s’intéresse à  Jk et au nuage   Nk , d’avoir une base 
orthonormée de Rnk . On opèrera de façon analogue à ce qui a été fait au § II-2-
2-6 en intervertissant les rôles de X et X’,de p et de n, et en considérant les 
composantes principales normées au lieu des vecteurs axiaux factoriels. 
 
 
III-2-7 REPRESENTATION CONJOINTE DES  Jk ET DE K 
Dans toutes les analyses précédentes, on peut représenter conjointement 
l’ensemble total des individus JK= U {  Jk

 |  k= 1,  r } i.e. le nuage M  et 
l’ensemble K . Il suffit de placer côte à côte les tableaux X (ou X-) et G et de 
projeter en éléments supplémentaires les colonnes du tableau non actif (à savoir 
G, sauf dans l’analyse interclasses où c’est X qui est passif).  
 
III-3 REPRESENTATIONS DES VARIABLES ASSOCIEES A CHAQUE 
TABLEAU Xk 

 
Pour obtenir cette représentation, il suffit de considérer le tableau T défini au § 
II-3, mais où l’on remplace chaque Yk par Xk  (ou  Xk

- , dans le cas d’une analyse 
intra- classes ) , tableau qui est ici de dimensions pr x n.  .On projette alors 
chaque  colonne du tableau T’ sur les composantes  principales normées issues 
de l’ACP du triplet  (X,  M,  Dp ) (ou  (X-,  M,  Dp ) pour une analyse intra 
classes ),  ce qui revient à considérer T comme un tableau supplémentaire dans 
l’analyse précédente. 
Dans le cas de l’ analyse interclasses ,  cette façon de procéder revient à rajouter 
en supplémentaire au tableau G le tableau bloc diagonal de dimensions pr x r  
dont la kième colonne est formée de zéros, sauf le kème bloc qui est égal à gk . La 
représentation associée n’a dans ce cas guère d’intérêt pratique, comme il est 
facile de le voir. 
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Si on veut que la représentation  globale de chaque variable  i  soit au centre de 
gravité de ses représentations partielles  ik pour le tableau k  (1 ≤ k ≤ r), 
plusieurs façons de faire sont envisageables : 
On peut opérer comme au §  II-3 en effectuant une homothétie de rapport 1/r  de 
la représentation  globale de chaque variable  .Si on veut que i soit au centre des 
ik affectés des masses αk , on peut aussi dans le tableau T du § II-3 remplacer 
chaque Yk par Xk / αk . 
 
Remarque : Si on représente les variables par leurs corrélations avec les  
composantes principales, i ne peut pas  être en général  au centre de gravité de 
ses  représentations partielles. 
En particulier, si l’on considère l’ACP du triplet (Z, Idp , Dp ) et si ri désigne la 
corrélation entre la variable xi et une composante principale, et rik  la corrélation 
entre la variable partielle ik (i.e. variable égale à xi sur Jk et 0 ailleurs ) et cette 
composante principale, on a : 
                        ri  = Σ  {  ( αk  )1/2    rik  | k  =1 ,  r }  #  Σ  {  αk  rik  | k  =1 ,  r } 
 
III-4 REPRESENTATION  DES TABLEAUX Xk A PARTIR DE STATIS 
DUAL ET DE L’AFM DUALE. 
 
On a déjà vu la représentation tout à fait naturelle  des tableaux Xk à partir des 
centres de gravité associés gk .  
On  peut  aussi envisager  les représentations déduites de STATIS DUAL et de  
l’AFM DUALE , en transposant ce qui a été vu au § II-4. 
 
III-4-1CAS DE STATIS DUAL 
 
On   se   place    dans   l’espace   RP   avec   P= p2    des opérateurs de la forme                     
Ak = Xk Dpk Xk’M  (= VkM si Xk est centré), le produit de 2 opérateurs étant 
toujours défini par la trace de leur produit. 
La  représentation  du  nuage  des  Ak  munis  de  masses  unité  s’obtient  
comme  au § II-4-1 à partir des vecteurs propres rangés par valeurs propres 
décroissantes de la matrice C définie   par   (3)    (ou  par  (4)  si  on  raisonne  
sur   les   opérateurs    normés Ak =  Xk Dpk Xk’M  /  | |  Xk Dpk Xk’M  | | ) , la 
coordonnée de Ak sur le sème axe factoriel  étant toujours égale à  uk

s √ λs , uk
s 

étant la kème composante du sème vecteur propre normé us  ( us’us   =1 ) de C 
relatif à la valeur propre λs . 
 
III-4-2 CAS DE l’AFM  DUALE 
 
Dans   ce   cas,  si  us  est  le  sème  vecteur  axial  factoriel   issu  de  l’ACP  du  
triplet 
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(X, M, Dp ),  associé  à   la   valeur  propre  λs , on  se  sert  des  opérateurs  de 
rang 1 Bs = us us’ M,  qui sont orthonormés, pour représenter les Ak , la 
coordonnée de Ak sur Bs étant égale à : 

η ks =TRACE (Xk Dpk Xk’M  us us’ M) =  us’ M Xk Dpk Xk’M  us 
On a la même interprétation de η ks qu’au § II-4-2, puisque  

Σ  { αk  η ks  |  k=1 , r } ) =  us’ M X Dp X’M  us  =  us’ M VM  us = λs 

 
η k

s  peut donc être considéré comme la contribution du tableau Xk (muni de la 
masse αk  ) à l’inertie  λs du sème facteur, dans l’ACP du triplet (X, M, Dp ) .  
 
Remarques : 1) On a : VM   = Σ  { λs  us us’M  |  k=1, t }, t étant le rang de V  i.e. 
le nombre de facteurs non triviaux  dans l’ACP du tableau  X. 
                     2) Les techniques précédentes s’appliquent aussi si on considère les 
Xk

- (auquel cas  Ak = Vk M) et donc le tableau X-  ou les Zk (auquel cas  Ak = Rk 
M, Rk étant , rappelons  le, la matrice de corrélation associée à Xk ), et donc le 
tableau Z. 
 
IV ANALYSE FACTORIELLE D’UN  ENSEMBLE DE TABLEAUX 
DEFINIS  SUR LE  MÊME ENSEMBLE D’INDIVIDUS ET  SUR LE MÊME 
ENSEMBLE DE VARIABLES.                                                                                                  
                                                                                                            
Dans ce cas,  Ik  = I , Jk = J ( k=1 ,r )  et on a un tableau ternaire (ou cubique ) : 
XIJK = { XIJk | k=1,r}   = { Xk     |    k=1, r }. 
On garde des notations analogues à ce qui a  été vu précédemment. Ainsi, on 
désigne par : 
n , le nombre total d’individus  (n= CARDJ) .              
p , le nombre total de variables (p= CARDI) . 
M, la métrique dans Rp  . 
Dp ,  la métrique  diagonale des poids dans Rn  . 
M k, le nuage des colonnes de Xk dans  Rp . 
N k, le nuage des colonnes de X’k dans   Rn . 
gk , le centre de gravité de  M k . 
G = ( g1 ,..., gk , … , gr ) le tableau p x r des  centres  de gravité . 
XC  = ( X1,..., Xk... , Xr ) : tableau juxtaposition des  Xk  . 
X’L = ( X’1,..., X’k... , X’r ) : XL  est le tableau superposition des  Xk . 
On peut alors appliquer les procédures développées aux §§ II (où X est remplacé 
par XL) et III  (où X est remplacé par XC ) ,  mais on  a intérêt  à développer une 
méthode faisant jouer  un  rôle  symétrique  aux   tableaux Xk ,  du moins quand  
le troisième ensemble K est de nature différente des deux premiers I et J , par 
exemple s’il correspond au temps . 
On définit  alors le tableau moyen H : 
H =  (1/r) Σ  { Xk     |    k=1, r} . 
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Le cas   échéant, si  des  poids  αk   de   somme  1 sont    attribués  à  chaque 
tableau Xk , on prendra H = Σ { αk Xk  |  k=1, r}. 
On fait alors  l’analyse factorielle du triplet (H, M, Dp ) et  l’on projette dans Rp  
sur  les vecteurs axiaux factoriels associés : 
� toutes les colonnes de H . 
� toutes les colonnes de Xk (i.e. tous les éléments du nuage M k) (1≤ k ≤  r ) . 
� toutes les colonnes de G  (i.e. tous les centres de gravité gk  ) . 
De même , dans Rn   on projette  sur les composantes principales normées 
associées : 
� toutes les colonnes de H’. 
�  toutes les colonnes de X’k (i.e. tous les éléments du nuage N k) (1≤ k ≤  r )  
 Cette façon de procéder  revient à effectuer l’ACP  du triplet (H, M, Dp ) et à 
mettre les tableaux XC,  XL, G en tableaux supplémentaires dans l’analyse 
précédente suivant le schéma de la figure1. 
 On obtient ainsi à  partir des  axes factoriels et des composantes principales 
normées associées issues de l’ACP du tableau moyen H : 
� une représentation moyenne de chaque individu j . 
� une représentation partielle jk  de chaque j associé au tableau Xk ,  la 

représentation  moyenne de j étant au centre de gravité des jk  (1≤ k ≤  r ) . 
� une représentation moyenne de chaque tableau k, cette représentation étant au 

centre de gravité des jk  (1≤ j ≤  n ) . 
� une représentation moyenne de chaque variable i . 
� une représentation i k  de chaque variable i associé au tableau Xk  , la 

représentation moyenne de i  étant au centre de gravité des i k  (1≤ k ≤  r ). 
 
               
           H      
 

 
          X1 

           
          X2          

 
          Xr 

 
          G 

 
          X1 
 
 
          X2 
 
 
          Xr 
 
 
Analyse factorielle de H, tous les autres tableaux  étant placés en 
supplémentaires. 
 
                                                   Figure 1 
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V CAS DE L’ANALYSE DES CORRESPONDANCES 
 
V-1 INTRODUCTION - NOTATIONS                     
  
Dans ce cas, le tième tableau  Xt  (1≤ t ≤  r )  est   noté, suivant l’usage en analyse 
des correspondances   kItJt  ou plus simplement  kt , et on désigne par  T = 
{1,2,...,k,...,r }, l’ensemble des r tableaux (et non plus K, pour éviter toute 
confusion entre l’indice k et un tableau kt ). 
Les ensembles It , Jt , jouant des rôles symétriques en analyse des 
correspondances, le cas Jt  =J , It  quelconque  se déduit immédiatement du cas  It  
=I , Jt  quelconque . 
 On ne traitera donc que les deux cas suivants :   
a) It  =I , Jt  quelconque 
b) It  =I , Jt  =J 
 Toutes les méthodes décrites aux §§ II à IV peuvent s’adapter de façon plus ou 
moins évidente, du fait que les métriques  en  analyse des correspondances  et en 
particulier les métriques des poids sont fonction des marges du tableau étudié,  
ce qui pose des problèmes quand les tableaux kItJt  ont , quand It  =I,  des  marges 
sur I différentes ou non proportionnelles (ceci étant encore le cas si les marges 
sur J diffèrent, ou ne sont pas  proportionnelles quand Jt  =J ). 
On va traiter ici des méthodes les plus usuelles pour analyser simultanément les 
tableaux  kItJt  , méthodes obtenues en faisant l’analyse des correspondances des 
tableaux juxtaposés ( cf. § V-2-1) ou superposés ( cf. § V-3) ou en effectuant des 
analyses interclasses  ( cf. § V-2-2  et § V-3 ) ou intra-classes (cf.§ V-2-3  et § 
V-3 ). On considérera aussi des analyses pondérées permettant de généraliser 
STATIS, et l’AFM (cf. § V-2-4). 
On pose : 
kIt  =  { k (i, . , t)     |    i  ∈ It} : marge sur It de kItJt : 
k (i, . , t) =  Σ  { k(i,  j, t )    | j  ∈ Jt}. 
kJt  =  { k (., j , t)     |   j  ∈ Jt} : marge sur Jt de kItJt : 
k (., j , t) =  Σ  { k(i,  j, t )    |  i  ∈ It}. 
k (., ., t)  = Σ  { k(i,  j, t )    |  i  ∈ It  , j  ∈ Jt } : total du tableau kItJt . 
k (., ., .)  = Σ  { k (., ., t)  |  t ∈ T } : total général .  
IT = U { It  |  t ∈ T} : union disjointe des It   (Si  It  =  I, IT est l’ensemble I 

dupliqué r fois, et on a IT= IxT). 
JT =U { Jt  | t ∈ T}  : union disjointe des Jt   (Si  Jt  =  J, JT est l’ensemble J 
dupliqué r fois et on a JT= JxT). 
On posera encore : 
Si It  = I : kI T = { kIt  | t ∈ T} ={ k (i, . , t) |  i  ∈ I, t ∈ T} : ensemble  des  marges 
sur  I  des   tableaux kIJt . 
kI  = { k (i, . , .)     |    i  ∈ I} : marge sur I du tableau kIxJT ,  croisant I avec JT : 
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k (i, . , .) =  Σ  { Σ  { k(i,  j, t )    | j  ∈ Jt} |  t ∈ T} ={ Σ { k(i,  j, t )   | (j ,t ) ∈ JT } 
 
Si Jt  = J : kJ T = { kJt  | t ∈ T} ={ k (., j , t) |  j ∈ J, t ∈ T}:  ensemble  des  marges   
sur  J des  tableaux  kItJ .   
kJ      =  { k (., j , .)     |    j  ∈ J} : marge sur J du tableau kJxIT ,  croisant J avec IT : 
k (., j , .) =  Σ  { Σ  { k(i,  j, t )    | i  ∈ It} |  t ∈ T} ={ Σ { k(i,  j, t )   | (i ,t ) ∈ IT }  
 
Remarques : a) Si It  =I (cf. §§ V-2, V-3 ) (resp. Jt  =J, cf. § V-3 ) on désignera 
toujours par kIt (resp.kJt ),la marge sur I (resp. J) du tableau  kIJt (resp .kItJ ) pour 
signifier qu’il s’agit de la marge sur I (resp.J) du     tième tableau  kt , et ne pas la 
confondre avec la marge d’ordre 1 kI (resp. kJ ) du tableau  kIxJT  (resp. kJxIT) . 
      
                     b) Quand It  =I  (resp. Jt  =J ), le tableau kIxJT ( resp. kJxIT  ,ou plutôt 
son transposé kITxJ ) est la      juxtaposition (horizontale ) (resp. superposition  
(verticale )) des tableaux kItJt  .   
   Pour terminer ce paragraphe, rappelons une propriété classique de l’analyse 
des correspondances, qui nous servira plus loin : 
Additionner un ensemble de lignes (resp. de colonnes)  en analyse des 
correspondances revient, du fait des pondérations  adoptées dans cette analyse, à 
remplacer cet ensemble par son centre de gravité. 
  
V-2 ETUDE DU CAS OU It  = I 
Dans ce cas, on a une série de tableaux kIJt   (puisque It  = I ), et on peut adopter 
les méthodes du § III pour représenter I et JT =U { Jt  | t ∈ T} ainsi que T, et les 
éléments i associés à chaque tableau kt , éléments que l’on notera (i , t) ce qui 
revient à représenter IT. 
Outre la juxtaposition des tableaux kIJt

  qui permet de faire les représentations  

précédentes de façon classique ( cf.§V-2-1),on considérera aussi des analyses 
interclasses ( cf.§V-2-2), intra-classes ( cf.§V-2-3), ainsi que des analyse des 
correspondances   pondérées,   ce   qui   permettra   d’adapter    STATIS  et  
l’AFM    (cf. §  V-2-4) . 
 
V-2-1 L’ANALYSE DES CORRESPONDANCES DU TABLEAU  kIxJT   
 Les représentations usuelles dont on vient de parler et qui sont obtenues en 
adaptant les méthodes des §§ III-2-1, III-2-7et III-3  reviennent  (cf. figure 2 ) à :  
a) faire  l’analyse des correspondances du tableau kIxJT  croisant I avec JT. 
b) rajouter en éléments supplémentaires dans l’analyse précédente : 
    b1)le tableau  kIT ce qui permet de représenter T en colonnes supplémentaires. 
On notera tc la représentation associée d’un élément t de T. 
    b2)le tableau bloc diagonal kITxJT  dont le tème bloc diagonal est égal à kt , ce 
qui permet de représenter IT . 
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    b3)le tableau bloc diagonal kTxJT  dont le tème bloc diagonal est égal à kIt , ce 
qui permet de représenter T en lignes supplémentaires . On notera tl la 
représentation associée d’un élément t de T. 
 La représentation tc  de t est alors (d’après la propriété rappelée à la fin du § V-
1) au centre de gravité des (j, t) (  j  ∈ Jt ) ; de même la représentation de i est au 
centre de gravité des (i, t) (  t  ∈ T ) . 
Enfin l’ensemble des i (   i ∈ I ) et l’ensemble des tl  (  t  ∈ T ) ont le même 
centre de gravité. 
 
V-2-2 ANALYSE INTERCLASSES (ANALYSE DES CORRESPONDANCES 
 DU TABLEAU  kIT ) 
Cette analyse (cf.§III-2-2) revient d’après la propriété rappelée à la fin du § V.1 
à faire  l’analyse des correspondances du tableau kIT ,  auquel  on adjoindra en 
élément supplémentaire le tableau kIxJT  pour pouvoir représenter JT ;  t  est  
toujours  au  centre  de gravité des (j, t) (  j ∈ Jt ) ,mais t est ici actif , alors que 
les (j, t) sont passifs contrairement à ce qui se passait dans l’analyse précédente . 
 
Remarque : D’après le principe d’équivalence distributionnelle, l’analyse des 
correspondances de kIT revient à faire l’analyse des correspondances du tableau       
hIxJT   de terme général : 

h(i, j, t) = k (i,.,.t )k(., j, t) /k(., ., t) 
 
             kIJ1 
     

             kIJ2 
         

             kIJr 
     

             kIT 
     

             kIJ1 
     

             0              0 

             0 
 

             kIJ2 
     

             0 

             0              0              kIJr 
     

             kJ1              0              0 
              kJ2                          0 
             0              0              kJr 
 
Analyse des correspondances de kIxJT avec les tableaux kIT   kITxJT et kTxJT en  
supplémentaire. Si de plus Jt =J, on peut rajouter le tableau marginal d’ordre 2 
kIJ en supplémentaire. 
On peut aussi analyser kIT avec kIxJT en supplémentaire (analyse interclasses ) . 
                                                          Figure 2 
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V-2-3 ANALYSE INTRA-CLASSES (ANALYSE DES 
CORRESPONDANCES DU TABLEAU  lIxJT ) 
 
Cette analyse revient (cf. CAZES-MOREAU (2000))  à  faire  l’analyse des   
correspondances du tableau lIxJT dont le terme général est donné par : 
 
             l(i, j, t)   = k (i, j, t) -  h(i, j, t) + k (i,.,..)k(., j, t) /k(., ., .) 
                           = k (i, j, t) -  k (i,.,.t )k(., j, t) /k(., ., t) + k (i,.,..)k(., j, t) /k(., ., .) 
 
Remarque: 
Il est immédiat de vérifier que les tableaux kIxJT   et   lIxJT  ont mêmes marges sur I 
et JT respectivement.. De plus, la marge sur I du bloc  lIxJt est proportionnelle à 
la marge sur I de lIxJT et donc de  kIxJT . En effet le terme général de la  marge sur 
I de lIxJt s’écrit : 

l(i , ., t) = Σ  { l(i,  j, t )    | j  ∈ Jt} =  k (i,.,..)k(., ., t) /k(., ., .) 
 
 
V-2-4 ADAPTATION DE STATIS ET DE L’AFM 
 
V-2-4-1 Introduction 
Pour faire cette adaptation, on se ramènera aux équivalences existant entre 
l’analyse des correspondances et l’ACP, puisque STATIS ET l’AFM ont été 
définies dans le cadre de l’ACP. 
Cette adaptation n’est pas immédiate, car 
 a) Si on multiplie le tableau kIJt par une constante, l’analyse des  
correspondances de ce tableau reste inchangée, et en particulier les valeurs 
propres restent les mêmes, ce qui pose problème au niveau des pondérations 
dans l’AFM. 
 b) Dans STATIS comme dans l’AFM on suppose que les métriques associées à 
l’ensemble commun, ici l’ensemble I , sont invariantes quand on change de 
sous-tableaux, ce qui n’est généralement pas le cas en analyse des 
correspondances. 
  En effet considérant I comme l’ensemble des individus, la métrique des poids 
dans l’analyse des correspondances du tableau complet kIxJT est  associée à la 
matrice diagonale des k(i, ., .) / k(., ., .) , alors que pour le tableau kIJt, elle  est  
associée à la matrice diagonale des k(i, .,  t) / k(., .,  t) , ces deux métriques 
n’étant identiques que si   k(i, ., t)  =  k(i, ., . ) k(., ., t) /  k(., ., .)  =  at  k(i, ., . ), ( 
avec at = k(., ., t) /  k(., ., .), ce qui entraîne  que Σ{ at   | t ∈ T} = 1 ), ce qui 
implique la proportionnalité entre kIt et kI (kIt = at kI ). 
Notons que dans l’analyse intra-classes, la propriété précédente est vérifiée pour  
le tableau lIxJT, ce qui permettra dans ce cas d’adapter STATIS, et l’AFM sans 
difficultés. 
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V-2-4-2 Rappels sur l’équivalence entre l’analyse des correspondances et 
l’ACP. 
 L’analyse des correspondances du  tableau kIxJT est équivalente à  l’ACP du  
tableau XIxJT de terme général : 
 
X(i, j, t) = [ k (i, j, t) - k(i,.,.) k(. j,t) / k(., ., .) ] / [k(i, ., . )( k(., j, t) /  k(., ., .) )1/2 ] 
 
I  correspondant  à   l’ensemble   des   individus   associé   à   la   métrique des  
poids Dp = Diag( k(i, ., .)  / k(., ., .)  ) et JT à l’ensemble des variables  associé à 
la métrique identité. 
De même, l’analyse des correspondances du  tableau kIJt est équivalente à  l’ 
ACP du  tableau ZIJt de terme général :  
 

Z(i, j, t) = [ k (i, j, t) - k(i,.,t) k(., j,t) / k(.,.,t) ] / [k(i,., t )( k(.,j,t) /  k(.,.,t) )1/2 ] 
 
avec la métrique des poids Dpt = Diag( k(i, ., t)  / k(., ., t)  ) et la métrique  
usuelle pour  l’ensemble  Jt des variables .  
Dans le cas où kIt = at kI, on obtient la même métrique des poids (Dpt = Dp ) que 
dans l’ACP de X, et il est facile de voir que, XIJt étant le t éme bloc de XIxJT , on 
a : 
 
                                                   XIJt = (at)1/2 ZIJt                                  (5)                      
 
Nous nous placerons dans les § § V-2-4-3 à  V-2-4-5 dans ce cadre, auquel cas, 
dans toutes les ACP considérées,  la métrique des poids sera la métrique Dp 
définie ci-dessus, alors que les métriques associées aux variables seront toujours 
les métriques usuelles ; puis, nous traiterons au § V-2-4-6 le cas le plus général 
où les marges sur I de kIJt ne sont pas proportionnelles à la marge sur I de kIxJT, 
auquel cas la relation (5) n’est plus vérifiée. 
 
V-2-4-3 ACP pondérée et analyse des correspondances pondérée 
Dans le cas de STATIS comme  de l’AFM, on est amené à faire l’ACP d’ un 
tableau YIxJT  obtenu par pondération de chaque bloc de XIxJT. 
Si  YIJt désigne le  le t éme bloc de YIxJT et αt le coefficient de pondération associé, 
on a donc :                                     YIJt   = αt XIJt 
Nous allons voir que l’ACP du tableau YIxJT est équivalente ( à une homothétie 
prés) à l’analyse des correspondances d’un  tableau mIxJT déduit de kIxJT par une 
pondération adéquate des blocs kIJt . 
En effet, posons m IJt = bt  kIJt , et effectuons  l’analyse des correspondances du  
tableau mIxJT juxtaposition des blocs m IJt . Compte tenu (avec des notations 
évidentes)    que   m(i, j, t) = bt  k (i, j, t),      m(., j, t) = bt  k (., j, t),  
 m(i, ., t) =  bt  k (i, ., t)  =  bt at k (i, ., .) ,  m(i, ., .) =( Σ{ bt at  | t ∈ T} ) k (i, ., .) ,  
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m(., ., .) =( Σ{ bt at  | t ∈ T} ) k (., ., .) , l’analyse des correspondances du  tableau 
mIxJT est équivalente à  l’ ACP du  tableau UIxJT (obtenu en remplaçant dans 
l’expression de X, le tableau kIxJT par mIxJT )  dont le t èmebloc est donné par : 
          UIJt   = ( bt / ( Σ{ at  bt | t ∈ T}) )1/2  XIJt  = ( at bt / ( Σ{ at  bt | t ∈ T}) ) 1/2 

 ZIJt 
Il suffit donc de poser :             bt = αt

 2  
pour que l’analyse des correspondances du  tableau mIxJT soit équivalente à 
l’ACP   de  YIxJT  , au facteur  ( Σ{ at  bt | t ∈ T} ) -1/2  = ( Σ{ at  αt

 2 | t ∈ T} ) -1/2     

près. 
 
 
V-2-4-4 Application à l’AFM 
Dans le cas de l’AFM, on est amené à considérer l’ACP du bloc XIJt ainsi que 
celle de ZIJt ( puisque cette dernière est équivalente à l’analyse des 
correspondances du  tableau kIJt ) . Alors, compte tenu de (5), si λ1t (resp.  µ 1t ) 
désigne la plus grande valeur propre  issue de  l’ACP de XIJt ( resp. ZIJt, i.e. de 
l’analyse des correspondances de kIJt ), on a : 
                                                          λ1t =  at µ 1t                                   (6) 
L’AFM du tableau XIxJT revient donc,  en posant αt = (1 / λ1t )1/2 , à faire l’ACP 
du tableau  YIxJT  dont le t ème sous-tableau  YIJt  est donné, compte tenu de (5) et 
de    (6) par : 

YIJt   = αt XIJt  =  XIJt / (at µ 1t)1/2 = ZIJt / ( µ 1t)1/2 

 
Cette AFM est équivalente d’après les propriétés vues au paragraphe précédent, 
dont on conservera les notations, et en  posant :             

bt = αt
 2 = 1/λ1t = 1/ ( at µ 1t ) , 

 
à l’analyse des correspondances du  tableau pondérée  mIxJT , au facteur   
 ( Σ{ at  bt | t ∈ T}) ) 1/2   = ( Σ{ 1/µ 1t| t ∈ T}) 1/2 

  prés. 
 
V-2-4-5 Application à STATIS 
 
La méthode STATIS (cf.§§ II-2-2-4 et II-4-1 ) s’adapte immédiatement. Il suffit, 
si on désigne par Xt le tableau XIJt et si on pose Wt = X Xt’ Dp de diagonaliser la 
matrice C dont le terme général est donné par (1) ou (2). La représentation de T 
se fait alors comme indiqué au §  II-4-1 , tandis que la représentation de JT se 
fait à partir de l’ACP du tableau pondéré YIxJT , le coefficient de pondération αt 
étant égal à √ut , ut étant la tème composante (qu’on peut toujours choisir positive) 
du vecteur propre normé associé à la plus grande valeur propre de C. Rappelons 
que l’ACP de YIxJT est équivalente à l’analyse des correspondances du  tableau 
pondérée  mIxJT, avec les pondérations bt = ut .  
Remarque : 
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On aurait pu aussi considérer la variante suivante de STATIS, en considérant au 
lieu de Xt le tableau ZIJt , qu’on notera aussi Zt. 
Si WZt = Zt Zt’  Dp , on a compte tenu de (5), Wt =at WZt  et la matrice CZ obtenue 
à partir de WZt (de la même façon que C est déduit des Wt) est telle que son 
terme général CZ (t, t’ ) se déduit de C(t, t’ ) par la formule : 
 
                                        CZ (t, t’)  =  C (t, t’) / ( at  at.’)                           (1’) 
dans le cas de la formule (1), et : 
 
                                                CZ (t, t’)  =  C (t, t’)                                    (2’) 
dans le cas de la formule (2),  
ce qui donne dans le premier cas, une représentation différente de l’ensemble T , 
et ce qui fournit dans les deux cas , une représentation différente de l’ensemble 
JT, puisque les pondérations s’appliquent aux tableaux Zt

 et non pas Xt . 
On peut noter que si les coefficients at sont égaux  ( at  =  ( 1 /r ) 1/2 ), on a 
d’après (5), 
Xt = ( 1/ r )1/2 Zt   , et il est indifférent de raisonner sur les Xt  ou sur les Zt . 
 
 
V-2-4-6 Etude du cas où les marges sur I des tableaux kIJt ne sont  pas 
proportionnelles 
 
Dans ce cas, les marges  kIt sont différentes de atkI ,  et on ne peut plus utiliser 
directement les techniques précédentes pour adapter STATIS et l’AFM. 
Le plus simple et le plus naturel pour généraliser ces deux méthodes est 
d’effectuer des analyses intra-classes, i.e. de raisonner sur le tableau lIxJT défini 
au §V-2-3 pour se   ramener à  des   marges   proportionnelles   avec   le   même  
coefficient   de proportionnalité  at = k(., .,t)/ k(., .,.) que précédemment entre la 
marge sur I du tème bloc de lIxJT et la marge globale  de lIxJT(qui est égale à kI). 
Tous les résultats obtenus  précédemment restent alors valables, à condition de 
remplacer le tableau kIxJT  par lIxJT . 
C’est cette méthode , qui se ramène à l’analyse des correspondances  du tableau 
lIxJT pondéré, qui nous semble la plus adéquate, et qui au niveau de l’AFM a été 
développée et utilisée par BECUE-BERTAUT, PAGES (2001, 2003) sous le 
nom de MFACT( Multiple Factorial Analysis of Contingency Tables ), avec une 
façon de voir un peu différente de celle proposée ici. 
 
Remarque : Quand  les marges sur I des tableaux kIJt sont   proportionnelles i.e., 
quand       kIt = atkI, auquel cas   k(i, .,t)/ k(., .,t) = k(i, ., .)/ k(., ., .), il est 
immédiat de vérifier que le tableau kIxJT  est identique à  lIxJT . 
  
D’autres possibilités ont été proposées, ou peuvent être envisagées, pour étudier 
une série de tableaux de contingence en effectuant une analyse pondérée : 
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a) On peut raisonner sur le tableau XIxJT,  et sur les blocs XIJt ,en adoptant la 
métrique des poids Dp  associée au tableau global kIxJT , la métrique associée à 
l’ensemble JT des variables étant toujours la métrique usuelle. Dans ce cas, 
les sous-tableaux XIJt ne sont plus centrés, et l’AFM ( ou STATIS ) n’est plus 
équivalentes (à une constante près ) à une analyse des correspondances 
pondérées. 

b) On peut aussi considérer le tableau ZIxJT  juxtaposition des blocs ZIJt , en 
adoptant toujours la même métrique des poids Dp que précédemment. Là 
encore, les tableaux ZIJt ne sont plus centrés, et l’analyse du tableau ZIxJT après 
pondération ne se ramène pas  à une analyse des correspondances pondérées 

c) On peut également travailler sur le tableau VIxJT et les blocs VIJt associés,  le 
terme général de VIxJT (ou de VIJt ) s’écrivant : 

 
V(i, j, t) = [ k(i, j, t) - k(i, ., t) k(., j, t) / k(., .,t) ] /[ k(i, ., t) k(., j, t) ]1/2 

et effectuer avec des métriques identités, l’ACP du tableau VIxJT après 
pondération, ce qui revient à diagonaliser les matrices SS’ et S’S, S désignant le 
tableau  VIxJT après pondération. 
 
C’est ainsi que procèdent ZARRAGA et GOITISOLO (2002), qui à partir des 
vecteurs propres normés des matrices précédentes  définissent par 
transformation linéaire des facteurs sur I et sur JT. Les  facteurs sur JT sont 
normés pour la métrique Diag(  k(., j, t) / k(., .,t) ⏐ j ∈  Jt ,  t ∈  T ) définie à 
partir de  l’analyse des correspondances de kIxJT, tandis que les facteurs sur I 
sont  normés pour une métrique Diag ( pi  ⏐i  ∈  I ) différente de la métrique Dp  

= Diag ( k(i, ., .) /  k(., ., .) ⏐ i  ∈  I ), pi    étant     égal     à ( Σ{ [ k(i, ., t)/ k(., ., 
t)]1/2⏐t ∈  T } ) 2 . 
 
Remarques : 
1) L’ACP du bloc VIJt  avec les métriques identités, est équivalente à l’analyse 

des correspondances  du tableau kIJt. 
2) Les tableaux VIJt  ne sont pas centrés (pour la métrique des poids identité 

adoptée) et l’ACP du tableau VIxJT après pondération n’est pas équivalente à 
une analyse des correspondances  pondérée. 

d) On aurait pu aussi raisonner sur le tableau WIxJT de terme général : 
W(i, j, t) = [ k(i, j, t) - k(i, ., .) k(., j, t) / k(., .,.) ] /[ k(i, ., .) k(., j, t) ]1/2 

 
tableau dont l’ACP , la métrique des poids étant la métrique identité ( et la 
métrique sur JT  également ) est équivalente à l’analyse des correspondances  du 
tableau kIxJT. 
Là encore, les blocs WIJt  de  WIxJT ne sont pas centrés  et l’ACP du tableau WIxJT 
après pondération n’est pas équivalente à une analyse des correspondances  
pondérée. 
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Remarque : Si kIt = at kI, toutes les analyses précédentes sont équivalentes entre 
elles et  équivalentes  aux  analyses  pondérées  définies  au §V-2-4-3 ,  la  
pondération dépendant de la méthode retenue.  
 
 
V-3 ETUDE DU CAS OU It  = I et Jt   =J 
 
Dans ce cas, on a un tableau cubique kIJT   et on peut appliquer les méthodes 
développées au paragraphe précédent ainsi que les méthodes symétriques (ou 
duales) obtenues en intervertissant les rôles de It  et Jt  , ainsi que ceux de I et J. 
Ces méthodes duales reviennent  à faire : 
 
-soit  l’analyse des correspondances du tableau  kITxJ avec  kTJ (transposé de kJT ) 
,  kITxJT  ainsi que le tableau  bloc-diagonal  kITxT  ( dont la tème colonne est 
formée de zéros, sauf son tème bloc qui est égal à  kIt  )  en supplémentaire. 
-soit  l’analyse des correspondances du tableau  kTJ avec  kITxJ   en 
supplémentaire      ( i.e.    l’ analyse interclasses). 
-soit l’analyse  intra-classes  et  les analyses  pondérées  associées   ( STATIS, 
l’AFM ), l’ analyse intra-classes revenant ici à l’analyse des correspondances du 
tableau  de terme général : 

k (i, j, t) -  k (i,.,.t )k(., j, t) /k(., ., t) + k (i,.,.t)k(., j, .) /k(., ., .) 
 

Notons que dans toutes les analyses précédentes (analyses du § V-2, et analyses 
symétriques, que l’on vient de détailler), on peut rajouter le tableau marginal 
d’ordre 2 kIJ en supplémentaire.  
Si les ensembles I, J, T jouent des rôles symétriques, outre les analyses fondées 
sur les tableaux croisant I avec JT, et J avec IT, on peut aussi considérer celles 
basées sur le tableau croisant T avec IJ = IxJ. On obtient ainsi 3 types d’analyses 
possibles, suivant  le sous-ensemble, I, J, ou T qui est croisé avec le produit des 
deux autres. Si on veut garder la  symétrie  entre I,  J et T, on  aura  intérêt  à  
faire  l’analyse  des  correspondances du tableau de Burt BLL (avec L=I U J U T 
) associé à kIJT. Rappelons que les blocs non diagonaux de BLL correspondent 
aux marges binaires de  kIJT tandis que  les blocs diagonaux  notés kII ,  kJJ , kTT , 
n’ont de la masse que sur la diagonale, masse associée à la marge d’ordre 1 
associée de kIJT. 
 
Dans cette façon de procéder, qui fait donc jouer des rôles symétriques à I, J, T, ,  
on ne tient pas compte des interactions supérieures à 2, i.e. de l’interaction 
d’ordre 3 IxJxT.   
 
 
 



© Revue MODULAD, 2004 - 28 - Numéro 31 

 
       kII       
 
 

 
       kIJ 
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       kTJ 

       
        kTT       
 
 

                                      
                                        Tableau de  Burt BLL  associé à kIJT . 
Ce tableau est  formé des  marges d’ordre 2 et des  marges d’ordre 1( ces 
dernières étant dans les diagonales des  blocs diagonaux, ces blocs étant remplis 
de zéros, hors diagonale) 
                                                          Figure 3 
 
Si les ensembles I et J jouent des rôles symétriques, et  que le troisième 
ensemble T est de nature  différente, (par exemple s’il correspond au temps, 
comme déjà dit au § IV), on  a intérêt à faire jouer aux tableaux kt (ainsi qu’à I et 
J) des rôles symétriques. 
On adapte donc la procédure développée au § IV (où les tableaux moyens 
considérés sont remplacés par les tableaux  marginaux associés, compte tenu  de  
la propriété rappelée à la fin du § V-1). 
Si kIJ désigne le tableau marginal d’ordre 2, défini par : 
kIJ ={ k(i,  j, .) | i  ∈ I,  j  ∈ J } 
k (i, j , .) =  Σ  { k(i,  j, t )    | t  ∈ T} 
on  fera  l’analyse des  correspondances  du  tableau    kIJ   (qui joue le rôle du 
tableau H du § IV) avec kIxJT et kIT en colonnes supplémentaires, et kITxJ et kTJ en 
lignes supplémentaires. 
On obtient alors deux représentations pour chaque t de T : 
Une représentation tc en tant que colonne supplémentaire. 
Une représentation tl  en tant que ligne supplémentaire. 
On a alors les propriétés barycentriques suivantes très utiles pour interpréter 
l’analyse : 
i  est au centre de gravité des (i, t) ( t  ∈ T ) 
j  est au centre de gravité des (j, t) ( t  ∈ T ) 
tc est au centre de gravité des (j, t) ( j  ∈ J ) 
tl est au centre de gravité des (i, t) ( i   ∈ I )  
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     kIJr 
 
     kTJ 
 
 
Analyse de kIJ

 avec kIxJT et kIT en colonnes supplémentaires, et kITxJ et kTJ  
en lignes supplémentaires. 
                                                     Figure 4 
                                                      
                                                      
VI CAS D’UN MELANGE DE VARIABLES QUANTITATIVES ET 
QUALITATIVES 
 
Dans ce cas, on a deux séries de tableaux {Xs , s∈S } et  {kt , t∈T}, la première 
série de tableaux étant associée à des variables quantitatives sur lesquels on peut 
faire l’ACP, tandis  que la seconde correspond à des tableaux sur  lesquels on 
peut faire  l’analyse des correspondances (tableaux de contingence, de 
fréquences    tableaux disjonctifs complets, etc.). 
On suppose ces deux séries de tableaux définis sur le même ensemble de lignes        
(It =I), qu’on suppose être l’ensemble des individus (comme cela a été fait au 
§V-2, et contrairement aux notations du début de l’article où I correspondait à 
l’ensemble des variables). 
On suppose les tableaux Xs centrés, pour la métrique des poids  commune à ces 
tableaux, métrique que l’on notera  DpX et on désigne toujours par X la 
juxtaposition  des Xs et par M la métrique bloc-diagonale des métriques Ms 
associés aux blocs Xs. Comme au §V,  on note kIJt le tème tableau kt et on désigne 
par kIxJT leur juxtaposition. 
 
Au lieu  de raisonner sur le tableau  kIxJT, on considérera le tableau  lIxJT défini  
au §V-2-3 ainsi que le tableau YIxJT déduit de lIxJT de la même façon  que le 
tableau XIxJT du § V-2-4-2 était déduit du tableau kIxJT Le terme général de YIxJT 
s’écrit alors avec des notations évidentes : 
 
 
Y(i, j, t) = [ l(i, j, t) - l(i, ., .)  l(., j, t)  / l(., .,.) ] / [ l(i, ., .) (  l(., j, t)  / l(., ., .) )1/2  ] 

             = [ k(i, j, t) - k(i, ., t) k(., j, t) / k(., .,t) ] / [ k(i, ., .) ( k(., j, t) / k(., ., .))1/2  ] 
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Les    blocs   YIJt  sont   alors   centrés    pour   la   métrique   des   poids    
 DpY =Diag(k(i, ., .)/k(., ., .)⏐i ∈ I) associée à l’analyse des correspondances du 
tableau kIxJT. 
On posera alors, en notant par Yt le tème bloc  YIJt  de YIxJT , et en désignant par q 
et r les cardinaux de S et T respectivement : 
                                           Z = (X1, ..., Xs, ..., Xq , Y1 ,..., Yt, ...,  Yr ) = (X, Y)     ,  
et on   fera l’ACP pondérée  du  tableau  Z   (AFM ou STATIS), en prenant 
comme métrique,  sur  l’ensemble  des  colonnes,  la  métrique  bloc-diagonale 
Diag(M1,..., Mq, Id1, ..., Idr)  =  Diag(M,  IdJT ),  Idt  et   IdJT   désignant   les 
métriques identité sur Jt, et JT respectivement . 
En ce qui concerne la métrique des poids Dp, si DpX = DpY, on prendra Dp égale à 
ces deux métriques. Ce cas qui est en particulier réalisé  si DpX = (1/n) Idn (avec 
n=CardI, Idn étant la matrice identité d’ordre n ) et si les tableaux kt sont des 
tableaux disjonctifs complets a donné dans le cas de l’AFM des résultats 
intéressants dans les applications. 
Si DpX ≠ DpY, on pourra prendre  comme métrique des poids Dp, soit DpX (auquel 
cas les tableaux Yt ne sont plus centrés), soit DpY (auquel cas les tableaux Xs  ne 
sont plus centrés). En général, on a plutôt tendance à choisir Dp = DpY métrique 
des poids dérivée de l’analyse des correspondances du tableau kIxJT. C’est cette 
façon de faire qui a été réalisée dans le cadre de l’AFM  par ABDESSEMED,  
ESCOFIER  (1996) pour l’étude simultanée de deux tableaux, un tableau de 
mesures et un tableau de fréquences ( auquel cas q=r=1,  X=X1 et Y=Y1). 
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