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Léon Bottou1, Olivier Bousquet2

1 NEC Labs America, Princeton, USA
2 Google, Zurich, Suisse

Résumé Depuis une dizaine d’années, la taille des données croit plus vite que la
puissance des processeurs. Lorsque les données disponibles sont pratiquement infi-
nies, c’est le temps de calcul qui limite les possibilités de l’apprentissage statistique.
Ce document montre que ce changement d’échelle nous conduit vers un compromis
qualitativement différent dont les conséquences ne sont pas évidentes. En particu-
lier, bien que la descente de gradient stochastique soit un algorithme d’optimisation
médiocre, on montrera, en théorie et en pratique, que sa performance est excellente
pour l’apprentissage statistique à grande échelle.

1 Introduction

La théorie de l’apprentissage statistique prend rarement en compte le coût des algo-
rithmes d’apprentissage. Vapnik [1] ne s’y intéresse pas. Valiant [2] exclue les algorithmes
d’apprentissage dont le coût croit exponentiellement. Cependant, malgré de nombreux
progrès sur les aspects statistiques [3, 4], peu de résultats concerne la complexité des
algorithmes d’apprentissage (e.g., [5].)

Ce document développe une idée simple : une optimisation approximative est souvent
suffisante pour les besoins de l’apprentissage. La première partie reprend la décomposition
de l’erreur de prévision proposée dans [6] dans laquelle un terme supplémentaire qui décrit
les conséquences de l’optimisation approximative. Dans le cas de l’apprentissage à petite
échelle, cette décomposition décrit le compromis habituel entre approximation et esti-
mation. Dans le cas de l’apprentissage à grande échelle, elle décrit une situation plus
complexe qui dépend en particulier du coût de calcul associé à l’algorithme d’apprentis-
sage. La seconde partie explore les propriétés asymptotiques de l’apprentissage à grande
échelle lorsque l’on utilise diverses méthodes d’optimisation. Ces résultats montrent clai-
rement que le meilleur algorithme d’optimisation n’est pas nécessairement le meilleur
algorithme d’apprentissage. Finalement, cette analyse est confirmée par quelques compa-
raisons expérimentales.

2 Optimisation approximative

Comme [7, 1], considérons un espace de paires entrées-sorties (x, y) ∈ X × Y équippé
d’une loi jointe de probabilité P (x, y). La loi conditionelle P (y|x) représente la relation
inconnue qui lie entrées et sorties. Une fonction de perte `(ŷ, y) mesure l’écart entre la
sortie prédite ŷ et la sortie observée y. Notre objectif est la fonction f ∗ qui minimise le
risque moyen

E(f) =

∫
`(f(x), y) dP (x, y) = E [`(f(x), y)],
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c’est à dire,
f ∗(x) = arg min

ŷ
E [`(ŷ, y)|x].

Bien que la distribution P (x, y) soit inconnue, on nous donne un échantillon S composé de
n exemples d’apprentissage (xi, yi), i = 1 . . . n tirés indépendemment de cette loi inconnue.
Nous pouvons alors définir le risque empirique

En(f) =
1

n

n∑
i=1

`(f(xi), yi) = En[`(f(x), y)].

Notre principe d’apprentissage consiste ensuite à choisir une famille F de fonctions de
prévision, et à rechercher celle qui minimise le risque empirique : fn = arg minf∈F En(f).
Lorsque la famille F est suffisamment restrictive cette approche est justifiée par des
résultats combinatoires bien connus [1]. Comme il n’est pas vraisemblable que la famille
de fonction F contienne la fonction optimale f ∗, nous appelons f ∗F = arg minf∈F E(f)
la meilleure fonction au sein de la famille F . Afin de simplifier l’analyse, nous suppose-
rons que f ∗, f ∗F et fn sont bien définies et uniques.

Nous pouvons alors décomposer l’excédent d’erreur

E [E(fn)− E(f∗)] = E [E(f∗F )− E(f∗)]︸ ︷︷ ︸ + E [E(fn)− E(f∗F )]︸ ︷︷ ︸
= Eapp + Eest

, (1)

où les espérances s’entendent par rapport au tirage aléatoire des exemples d’apprentis-
sage. L’erreur d’approximation Eapp mesure comment la solution optimale f ∗ peut être
approchée par la famille de fonction F . L’erreur d’estimation Eest mesure ce que l’on perd
en minimisant le risque empirique En(f) à la place du risque moyen E(f). L’erreur d’esti-
mation est déterminée par le nombre n d’exemples d’apprentissage et par la capacité de la
famille de fonctions [1]. Choisir une famille plus grande3 réduit l’erreur d’approximation
mais augmente l’erreur d’estimation. Ce compromis a été étudié en détail [1, 3, 8, 9].

2.1 Erreur d’optimization

Il est souvent coûteux de calculer fn en minimisant le risque empirique En(f). Comme
le risque empirique En(f) est déjà une approximation du risque moyen E(f), il ne devrait
pas être nécessaire d’accomplir cette minimisation avec une très grande précision. Il est
souvent tentant de stopper un algorithme itératif d’optimisation avant qu’il ne converge.

Supposons qu’un algorithme approximatif d’optimisation calcule une solution ap-
prochée f̃n qui minimise la fonction de coût avec une tolérance ρ > 0 prédéfinie.

En(f̃n) ≤ En(fn) + ρ

On peut alors décomposer l’excédent d’erreur E = E
[
E(f̃n)− E(f ∗)

]
en trois termes :

E = E [E(f∗F )− E(f∗)]︸ ︷︷ ︸ + E [E(fn)− E(f∗F )]︸ ︷︷ ︸ + E
[
E(f̃n)− E(fn)

]︸ ︷︷ ︸
= Eapp + Eest + Eopt

. (2)

3On considère souvent une série de familles de fonctions de la forme FB = {f ∈ H, Ω(f) ≤ B}.
Pour chaque valeur de l’hyperparamètre B, la fonction fn est obtenue en minimisant le risque empirique
régularisé En(f) + λΩ(f) avec une valeur appropriée du coefficient de Lagrange λ. On peut alors ajuster
le compromis estimation–approximation en choisissant λ au lieu de B.
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Nous appelons erreur d’optimisation le terme supplémentaire Eopt qui mesure l’impact de
l’optimization approximative sur l’erreur de prévision. L’ordre de grandeur de ce terme
est bien sûr comparable à celui de la tolérance ρ (see section 3.1.)

2.2 Le compromis approximation–estimation–optimisation

Cette décomposition décrit un compromis plus complexe car il concerne trois variables
et deux contraintes. Les contraintes sont le nombre maximal d’exemples et le temps calcul
maximal disponibles pour l’apprentissage. Les variables sont la taille de la famille de
fonction F , la tolérance de l’optimisation ρ, et le nombre n d’exemples effectivement
utilisés pour l’apprentissage. Cela conduit au programme suivant :

min
F ,ρ,n

E = Eapp + Eest + Eopt sous les contraintes

{
n ≤ nmax

T (F , ρ, n) ≤ Tmax
(3)

Le nombre effectif d’exemples d’apprentissage est une variable parce qu’il peut être im-
possible de mener à bien l’optimisation sur tous les exemples dans le temps imparti. Cela
se produit souvent en pratique. La table 1 résume comment les termes du programme (3)
varient habituellement lorsque les variables F , n, ou ρ augmentent.

Tab. 1 – Variations des termes de (3) lorsque F , n, ou ρ augmentent.

F n ρ
Eapp (approximation error) ↘
Eest (estimation error) ↗ ↘
Eopt (optimization error) · · · · · · ↗
T (computation time) ↗ ↗ ↘

La solution du programme (3) change considérablement selon que la contrainte ac-
tive est celle concernant le nombre d’exemples n < nmax ou celle concernant le temps
d’apprentissage T < Tmax.

– Nous parlerons d’apprentissage à petite échelle lorsque le programme (3) est
contraint par le nombre maximal d’exemples nmax. Comme le temps de calcul n’est
pas limité, nous pouvons choisir ρ tres petit et réduire l’erreur d’optimisation Eopt à
un niveau insignifiant. L’excédent d’erreur est alors déterminé par les erreurs d’ap-
proximation et d’estimation. Il suffit alors de prendre n = nmax pour retrouver le
compromis approximation–estimation habituel.

– Nous parlerons d’apprentissage à grande échelle lorsque le programme (3) est
contraint par le temps de calcul maximal Tmax. Il est alors possible d’atteindre
une meilleure erreur de prévision avec une optimisation approximative – c’est à dire
en choisissant ρ > 0 – car le temps de calcul ainsi économisé nous permet de trai-
ter un plus grand nombre d’exemples d’apprentissage dans le temps imparti Tmax.
Cela dépend bien sûr de la forme exacte de la fonction T (F , ρ, n) pour l’algorithme
d’optimisation retenu.
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3 Analyse asymptotique

Dans la section précédente, nous avons étendu le compromis statistique habituel afin de
tenir compte de l’erreur d’optimisation. Nous avons défini précisément la différence entre
apprentissage à petite et grande échelle. Ce dernier cas est substantiellement différent
parce qu’il faut tenir compte du coût de calcul de l’algorithme utilisé. Afin de clarifier les
compromis de l’apprentissage à grande échelle, nous allons faire plusieurs simplifications.
Il est possible de donner des analyses plus précises dans des cas particuliers [10].

– Nous travaillons avec des bornes supérieures des erreurs d’approximation et d’es-
timation (2). Ces bornes donnent en fait une bonne idée des vitesses de conver-
gence [11, 12, 13, 14], à un facteur constant près.

– Nous étudions seulement les propriétés asymptotiques de la décomposition (2). Pour
résoudre le programme (3) il nous suffira alors de faire en sorte que les trois erreurs
décroissent avec des vitesses asymptotiques comparables.

– Nous considérons une famille de fonction F fixée et nous ignorons donc l’erreur
d’approximation Eapp. Cette partie du compromis recouvre des réalités pratiques
aussi diverses que choisir les modèles ou choisir les variables explicatives. Discuter
ces pratiques dépasse les objectifs de ce document.

– Finalement, toujours pour simplifier l’analyse, nous supposons que la famille de
fonctions F est paramétrée linéairement par un vecteur w ∈ Rd. Nous supposons
également que x, y et w sont bornés. Il existe alors une constante B telle que
0 ≤ `(fw(x), y) ≤ B et `(·, y) sont des fonctions Lipschitziennes.

Après avoir montré comment la convergence uniforme des bornes traditionelles permet
de prendre l’erreur d’optimisation en compte, nous comparerons les propriétés asympto-
tiques de quelques algorithmes d’apprentissage.

3.1 Convergence des erreurs d’estimation et d’optimisation

L’erreur d’optimization Eopt depend directement de la tolérance d’optimisation ρ. Ce-
pendant, cette tolérance borne la quantité empirique En(f̃n) − En(fn) alors que l’erreur
d’optimisation concerne sa contre-partie espérée E(f̃n)−E(fn). Cette section discute l’im-
pact de l’erreur d’optimisation Eopt et de la tolérance d’optimisation ρ sur les bornes qui
s’appuient sur les concepts de convergence uniforme inventés par Vapnik et Chervonen-
kis [1]. Dans la suite, nous utiliserons la lettre c pour désigner toute constante positive. En
particulier, deux occurences successives de la lettre c peuvent représenter des constantes
de valeur différentes.

3.1.1 Le cas général

Comme la dimension de Vapnik-Chervonenkis [1] d’une famille de fonction paramétrée
linéairement par w ∈ Rd est d + 1, nous pouvons directement écrire

E

[
sup
f∈F

|E(f)− En(f)|

]
≤ c

√
d

n
,
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où l’espérance s’entend vis-à-vis du tirage aléatoire de l’ensemble d’apprentissage.4 Ce
résultat donne immédiatement une borne sur l’erreur d’estimation :

Eest = E
[ (

E(fn)− En(fn)
)

+
(
En(fn)− En(f∗F )

)
+
(
En(f∗F )− E(f∗F )

) ]
≤ 2 E

[
sup
f∈F

|E(f)− En(f)|

]
≤ c

√
d

n
.

On peut aussi obtenir une borne sur les erreurs combinées d’estimation et d’optimisation :

Eest + Eopt = E
[
E(f̃n)− En(f̃n)

]
+ E

[
En(f̃n)− En(fn)

]
+ E [En(fn)− En(f∗F )] + E [En(f∗F )− E(f∗F )]

≤ c

√
d

n
+ ρ + 0 + c

√
d

n
= c

(
ρ +

√
d

n

)
.

Malheureusement, il est bien connu que cette vitesse de convergence est trop pessimiste
pour un grand nombre de cas. Des bornes plus raffinées sont donc nécessaires.

3.1.2 Le cas réalisable

Quand la fonction de perte `(ŷ, y) est positive, pour tout τ > 0, les bornes relatives
de convergence uniforme [1] affirment avec probabilité 1− e−τ que

sup
f∈F

E(f)− En(f)√
E(f)

≤ c

√
d

n
log

n

d
+

τ

n
.

Ce résultat est très utile car il décrit une convergence accélérée O(log n/n) dans le cas
réalisable, c’est à dire lorsque `(fn(xi), yi) = 0 pour tous les exemples d’apprentissage.

Nous avons alors En(fn) = 0, En(f̃n) ≤ ρ et pouvons écrire

E(f̃n)− ρ ≤ c

√
E(f̃n)

√
d

n
log

n

d
+

τ

n
.

En interprétant ce résultat comme une inégalite polynomiale du second degré,

E(f̃n) ≤ c

(
ρ +

d

n
log

n

d
+

τ

n

)
.

En intégrant cette inégalite avec les technique ordinaires (voir [15] par exemple), on ob-
tient une vitesse de convergence accélérée pour les erreurs combinées d’estimation et
d’optimisation :

Eest + Eopt = E
[
E(f̃n)− E(f∗F )

]
≤ E

[
E(f̃n)

]
= c

(
ρ +

d

n
log

n

d

)
.

4Bien que les bornes originales de Vapnik et Chervonenkis aient la forme c
√

d
n log n

d , on peut éliminer
le terme logarithmique avec la technique de “chaining” (e.g., [12].)
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3.1.3 Convergence accélérée

De nombreux auteurs (e.g., [12, 4, 14]) proposent des bornes avec convergence accélérée
dans des conditions plus générales. On peut en effet montrer que

Eapp + Eest ≤ c

(
Eapp +

(
d

n
log

n

d

)α )
for

1

2
≤ α ≤ 1 . (4)

si la variance de la fonction de perte satisfait

∀f ∈ F E
[(

`(f(X), Y )− `(f ∗F(X), Y )
)2] ≤ c

(
E(f)− E(f ∗F)

)2− 1
α

. (5)

La vitesse asymptotique de convergence de (4) est alors donnée par l’exposant α qui
apparâıt dans la majoration de la variance (5). Il y a deux façons importantes d’établir
une telle majoration :

– La première façon exploite la convexité stricte de certaines fonctions de perte [14,
théorème 12]. Par exemple, Lee et al. [16] établissent une vitesse O(log n/n) quand
on utilise une fonction de perte quadratique `(ŷ, y) = (ŷ − y)2.

– La deuxième façon consite à faire des hypothèses sur la distribution des données.
Par exemple, dans le cas de problèmes de reconnaissance de formes, la “condition
de Tsybakov” décrit comment les distribution conditionnelles P (y|x) se croisent
au voisinage de la frontière de décision optimale [13, 14]. Le cas réalisable discuté
section 3.1.2 en est un cas particulier.

Les techniques illustrées sections 3.1.1 et 3.1.2 permettent d’englober l’erreur d’opti-
misation dans ces bornes accélérées malgré leur complexité accrue. On obtient alors une
borne combinée de la forme

E = Eapp + Eest + Eopt = E
[
E(f̃n)− E(f∗)

]
≤ c

(
Eapp +

(
d

n
log

n

d

)α

+ ρ

)
. (6)

Par exemple, Massart [15, théorème 4.2] donne un résultat général avec α = 1. En
combinant ce résultat avec des bornes connues sur la capacité des classes de fonctions
linéairement paramétrées (e.g., [12]), on obtient

E = Eapp + Eest + Eopt = E
[
E(f̃n)− E(f∗)

]
≤ c

(
Eapp +

d

n
log

n

d
+ ρ

)
. (7)

Le lecteur intéréssé trouvera également des bornes comparables dans [17, 4].

3.2 Algorithmes d’optimisation par descente de gradient

Nous sommes maintenant en mesure de comparer les propriétés asymptotiques pour
l’apprentissage de trois versions de l’optimisation par descente de gradient. Rappelons
que la famille de fonction F est paramétrisée linéairement par w ∈ Rd. Soient w∗

F et
wn les paramètres correspondant aux fonctions f ∗F et fn définies section 2. Nous faisons
l’hypothèse que la fonction w 7→ `(fw(x), y) est convexe et deux fois différentiable avec
des dérivées secondes continues. Grace à cette convexité, le fonction de coût empirique
C(w) = En(fw) possède un minimum unique.
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Deux matrices jouent un rôle important dans cette analyse : la matrice Hessienne H
et la matrice G de covariance des gradients à l’optimum empirique.

H =
∂2C

∂w2
(wn) = En

[
∂2`(fwn(x), y)

∂w2

]
, (8)

G = En

[(
∂`(fwn(x), y)

∂w

)(
∂`(fwn(x), y)

∂w

)′ ]
. (9)

Afin de résumer l’information contenue dans ces deux matrices, nous supposons qu’il
existe des constantes λmax ≥ λmin > 0 et ν > 0 telles que l’on puisse choisir, pour tout
η > 0, un nombre d’exemples suffisament grand pour faire en sorte que l’assertion suivante
soit vraie avec une probabilité plus grande que 1− η :

tr(G H−1) ≤ ν et Spectre(H) ⊂ [ λmin , λmax ] (10)

Le rapport de conditionnement κ = λmax/λmin est un bon indicateur de la difficulté
du problème d’optimisation [18]. L’hypothèse λmin > 0 permet d’éviter des complica-
tions dans le cas de l’algorithme de gradient stochastique. Cette condition n’implique une
convexité stricte que dans un voisinage de l’optimum. Si la fonction de coût était partout
convexe, l’argument de [14, théorème 12] donnerait une convergence accélérée avec α ≈ 1
pour (4) et (6). Ce n’est pas le cas, par exemple, lorsque la fonction de perte ` est obtenue
en lissant localement une fonction `(z, y) = max{0, 1− yz}. La fonction de coût est alors
linéaire par morceaux avec des coins et des arêtes lissés. Bien que cette fonction ne soit
pas partout strictement convexe, son optimum est vraisemblablement atteint sur un coin
lissé avec une matrice Hessienne non singulière.

Les trois algorithmes que nous étudions dans cette section utilisent de l’information
sur le gradient de la fonction de coût C(w) pour mettre à jour itérativement leur estimée
courante w(t) du vecteur de paramètres optimaux.

– La Descente de Gradient (GD) consiste à itérer

w(t + 1) = w(t)− η
∂C

∂w
(w(t)) = w(t)− η

1

n

n∑
i=1

∂

∂w
`
(
fw(t)(xi), yi

)
où le gain η > 0 est suffisament faible. L’algorithm GD possède une vitesse de conver-
gence “linéaire” [18]. Lorsque η = 1/λmax, cet algorithme atteint une précision ρ
après O(κ log(1/ρ)) itérations. Le nombre exact d’itérations depend bien sûr du
choix des paramètres initiaux w(0).

– La Descent de Gradient de Second Ordre (2GD) consiste à itérer

w(t + 1) = w(t)−H−1∂C

∂w
(w(t)) = w(t)− 1

n
H−1

n∑
i=1

∂

∂w
`
(
fw(t)(xi), yi

)
où la matrice H−1 est l’inverse de la matrice Hessienne (8). C’est un cas plus favo-
rable que l’algorithme de Newton parce nous n’évaluons pas la matrice Hessienne
locale à chaque itération, mais nous supposons simplement que la matrice Hes-
sienne optimale nous est donnée par avance. L’algorithme 2GD possède une vitesse
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de convergence “superlinéaire” et même “quadratique” [18] : une seule itération suf-
fit lorsque le coût est quadratique. Dans le cas général, cet algorithme atteint une
précision ρ après au plus O(log log(1/ρ)) itérations.

– La Descente Stochastique de Gradient (SGD) consiste, pour chaque itération,
à tirer un example d’apprentissage (xt, yt) au hasard, et à mettre à jour w(t) sur la
base du gradient de la fonction de perte pour cet exemple seulement.

w(t + 1) = w(t)− η

t

∂

∂w
`
(
fw(t)(xt), yt

)
.

Les w(t) forment donc un processus stochastique induit par le tirage aléatoire
d’un nouvel exemple à chaque itération. Murata [19, section 2.2] en a calculé la
moyenne ES[w(t)] et la variance VarS[w(t)]. En appliquant ce résultat à la distribu-
tion discrète engendrée par l’ensemble d’apprentissage, en prenant η = 1/λmin, et
en définissant δw(t) = w(t)− wn, on obtient δw(t)2 = O(1/t).
Nous pouvons alors écrire

ES [C(w(t))− inf C ] = ES

[
tr
(
H δw(t) δw(t)′

)]
+ o
(

1
t

)
= tr

(
H ES [δw(t)] ES [δw(t)]′ + H VarS [w(t)]

)
+ o
(

1
t

)
≤ tr(GH)

t + o
(

1
t

)
≤ νκ2

t + o
(

1
t

)
.

(11)

L’algorithme SGD atteint donc une précision moyenne ρ après au plus νκ2/ρ+o(1/ρ)
itérations. Sa convergence est en fait limitée par le bruit stochastique induit par le
choix aléatoire d’un exemple unique à chaque itération. Ni la valeur initiale w(0) du
paramètre, ni le nombre total d’exemples d’apprentissage n’apparaissent dans cette
borne. Lorsque l’ensemble d’apprentissage est grand, il est possible d’atteindre la
précision ρ visée sans même avoir visité tous les exemples d’apprentissage. C’est en
fait une forme de borne sur la généralisation.

Les trois premières colonnes de la table 2 donnent, pour chaque algorithme, le temps
requis pour une itération, le nombre d’itérations requises pour atteindre une précision
d’optimisation prédéfinie ρ, et leur produit, c’est à dire le temps requis pour atteindre
cette précision. Ces résultats asymptotiques sont valides avec une probabilité 1 parce que
la probabilité de leur négation est inférieure à η pour tout η > 0.

La dernière colonne majore le temps nécessaire pour ramener l’excédent d’erreur de
prévision en dessous de la valeur c (Eapp + ε) où c est la constante qui apparâıt dans la
borne (6). On calcule cela en observant que choisir ρ ∼

(
d
n log n

d

)α
dans (6) donne une

vitesse asymptotique de convergence optimale pour ε avec un temps de calcul minimal.
On utilise ensuite les équivalences asymptotiques ρ ∼ ε et n ∼ d

ε1/α log 1
ε .

Réciproquement, on peut considérer la valeur de ε pour laquelle cette dernière colonne
est égale à Tmax. Cette valeur est alors le meilleur excédent d’erreur de prévision que
chaque algorithme peut atteindre dans la limite de temps de calcul Tmax . C’est donc la
solution du programme (3) pour un problème d’apprentissage à grande échelle satisfaisant
nos hypothèses simplificatrices.

Ces résultats asymptotiques montrent clairement que la performance de prévision des
systèmes d’apprentissage à grande échelle dépend à la fois des propriétés statistiques du
modèle et des propriétés calculatoires de l’algorithme d’optimisation retenu. Cette double
dépendence conduit à des résultats surprenants.
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Tab. 2 – Comportement asymptotique (avec probabilité 1) des trois algorithmes
de descente de gradient. Il est intéressant de comparer les deux dernières colonnes
(temps requis pour optimiser avec une tolérance ρ, et temps requis pour atteindre
un excédent d’erreur inférieur à ε). Légende : n nombre d’exemples ; d dimension du
vecteur de paramètres ; κ, ν voir equation (10).

Algo. Coût d’une Itérations pour Temps pour Temps pour atteindre
itération atteindre ρ atteindre ρ E ≤ c (Eapp + ε)

GD O(nd) O
(
κ log 1

ρ

)
O
(
ndκ log 1

ρ

)
O
(

d2 κ
ε1/α log2 1

ε

)
2GD O

(
d2 + nd

)
O
(
log log 1

ρ

)
O
((

d2 + nd
)
log log 1

ρ

)
O
(

d2

ε1/α log 1
ε log log 1

ε

)
SGD O(d) νκ2

ρ + o
(

1
ρ

)
O
(

dνκ2

ρ

)
O
(

d ν κ2

ε

)

– Le résultat pour SGD ne dépend pas du coefficient α de la vitesse asymptotique
d’estimation statistique. Lorsque ce coefficient est médiocre, il est moins nécessaire
d’optimiser avec précision, ce qui laisse le temps de traiter plus d’exemples.

– Utiliser un algorithme d’optimisation superlinéaire n’améliore pas sensiblement la
vitesse de convergence asymptotique de l’excédent d’erreur de prévision ε. Bien
que l’algorithme superlinéaire 2GD améliore le terme logarithmique, la vitesse d’ap-
prentissage est dominée par le terme polynomial en (1/ε). Utiliser un algorithme
d’optimisation sophistiqué est souvent moins efficace que travailler les constantes
d, κ et ν avec des méthodes simples de préconditionnement ou avec une meilleure
implémentation [20].

– L’algorithme SGD offre à la fois la pire vitesse d’optimisation et la meilleure vitesse
d’apprentissage. Cela avait été prédit théoriquement et observé expérimentalement
dans le cas d’un algorithme de gradient stochastique de second ordre [21].

Au contraire, dans le cas de l’apprentissage à petite échelle, on peut réduire l’erreur
d’optimisation Eopt à des niveaux insignifiants. La performance en prévision est alors
déterminée uniquement par les propriétés statistiques du modèle.

4 Expériences

Cette section vise à confirmer les résultats précédents avec quelques expériences simples
sur une tâche bien connue de catégorisation de documents. Cette tâche consiste à identifier
les documents appartenant à la catégorie CCAT dans le corpus RCV1-v2 [22] à l’aide
d’un séparateur à vaste marge (SVM). Les programmes utilisés et quelques résultats
supplémentaires sont disponibles sur le site web http://leon.bottou.org/projects/sgd.

Afin d’augmenter le nombre d’exemples d’apprentissage, nous avons renversé les rôles
des ensembles d’apprentissage et de test spécifiés par [22]. Nous avons ainsi 781265
exemples d’apprentissage et 23149 exemples réservés pour tester la performance en
prédiction. Chaque document est représenté par 47152 variables explicatives que nous
avons recalculées afin que leur normalisation ne dépende que de nos exemples d’appren-
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Fig. 1 – Temps d’apprentissage et
coût de prévision en fonction de la
précision ρ de l’optimisation pour SGD
et TRON [23].

Fig. 2 – Coût de prévision en fonction
du temps d’apprentissage pour SGD et
pour l’algorithme CG appliqué à une
fraction des exemples.

Tab. 3 – Résultats obtenus avec une SVM linéaire sur le corpus RCV1.

Model Algo. Temps Coût Erreur de
d’apprentissage prévision

Coût SVM, λ = 10−4

Voir [24, 25].

SVMLight 23,642 secs 0.2275 6.02%
SVMPerf 66 secs 0.2278 6.03%
SGD 1.4 secs 0.2275 6.02%

Coût logistique, λ = 10−5

Voir [23].

TRON (-e .01) 30 secs 0.18907 5.68%
TRON (-e .001) 44 secs 0.18890 5.70%
SGD 2.3 secs 0.18893 5.66%

tissage. Nous utilisons une fonction de discrimination linéaire avec la fonction de perte
“charnière” traditionnellement utilisée pour les SVMs.

min
w

C(w, b) =
λ

2
+

1

n

n∑
i=1

`(yt(wxt + b)) avec `(z) = max{0, 1− z} .

Les deux première lignes de la table 3 reproduisent des résultats antérieurs [24] obtenus
sur les mêmes données avec la même valeur de l’hyperparamètre λ. La troisième ligne
donne les résultats obtenus avec un algorithme SGD dont chaque itération consiste à
tirer un example d’apprentissage aléatoire (xt, yt) ∈ R47152 × {±1} et à mettre à jour le
paramètre w de la fonction discriminante :

wt+1 = wt − ηt

(
λw +

∂`(yt(wxt + b))

∂w

)
avec ηt =

1

λ(t + t0)
.

Le biais b est mis à jour de façon identique. Le gain ηt retenu est une approximation du
gain optimal (voir section 3.2 ) dans laquelle nous remplaçons la plus petite valeur propre
de la matrice Hessienne par son minorant λ. Le décalage t0 est choisi de façon à faire
en sorte que le gain initial soit comparable avec la taille attendue du paramètre optimal.
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Les résultats montrent sans aucun doute que l’algorithme SGD surclasse les algorithmes
classiques d’optimisation des SVM. Des résultats comparables [25] ont été obtenus avec
un algorithme SGD corrigé par une opération de projection. Notre résultat montre que
cette opération n’est pas nécessaire.

La table 3 donne également les résultats que l’on obtient avec la fonction de perte lo-
gistique `(z) = log(1 + e−z). Comme cette fonction de perte est infiniment dérivable, nous
pouvons comparer l’algorithme SGD avec un algorithme d’optimisation superlinéaire.
Nous avons utilisé l’algorithme TRON [23] avec deux critères d’arrêt différents. Ces
résultats apparaissent également dans la figure 1. L’algorithme TRON prend moins d’une
minute pour calculer l’optimum avec 10 chiffres significatifs. Bien que l’algorithme SGD
soit incapable d’une telle performance d’optimisation, il est initialement plus rapide que
TRON. La partie supérieure de la figure 1 montre que l’erreur en prévision cesse de dimi-
nuer bien avant que TRON ne commence à surclasser SGD.

La figure 2 montre comment l’erreur en prévision évolue en fonction du temps d’ap-
prentissage. Nous avons cette fois comparé l’algorithme SGD avec un algorithme de gra-
dients conjugués (CG) appliqué à divers sous-ensembles des exemples d’apprentissage.5

Supposons, par exemple, que nous ne disposons que d’une seconde de temps de calcul.
Lancer l’algorithme CG sur seulement 30000 exemples est alors bien plus efficace que le
lancer sur tout l’ensemble d’apprentissage. En revanche il est difficile de savoir à l’avance
quel est le meilleur nombre d’exemples à considérer, et l’algorithme SGD appliqué à tous
les exemples reste généralement plus rapide.

5 Conclusion

En prenant à la fois en compte les contraintes sur le temps de calcul et sur le nombre
maximal d’exemples, nous avons mis en évidence des différences qualitatives entre les
performances des systèmes d’apprentissage à petite échelle et à grande échelle. La per-
formance en prévision d’un système d’apprentissage à grande échelle dépend à la fois des
propriétés statistiques du modèle et des propriétés calculatoires de l’algorithme d’opti-
misation retenu. Des résultats théoriques asymptotiques et des résultats expérimentaux
montrent alors qu’un algorithme d’optimisation médiocre, l’algorithme SGD, se révéle un
excellent algorithme d’apprentissage à grande échelle.

Cette analyse peut donner lieu à de nombreux raffinements. Shalev-Shwartz et Sre-
bro [10] l’ont étendu aux risques régularisés. On peut également attendre quelques effets
intéressants relatifs au choix de fonctions de perte surrogées [8, 14].

Références

[1] Vladimir N. Vapnik. Estimation of Dependences Based on Empirical Data. Springer
Series in Statistics. Springer-Verlag, Berlin, 1982.

5Cette expérience, suggérée par Olivier Chapelle, utilise une variante de l’algorithme superlinéaire CG
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