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Résumé. Nous présentons dans ce papier un bref état de l’art des techniques
de détection de communautés dans les grands graphes d’interactions. Nous mo-
tivons d’abords l’intérêt de l’étude de cette problématique dans le contexte de
systèmes de recommandation. Puis nous passons en revue les principales ap-
proches proposées pour traiter ce problème dans le cas des graphes simples, puis
dans des graphes mutiplexes qui correspondent mieux au cas des systèmes réels.
L’accent est mis aussi dans cette étude sur les différentes approches d’évaluation
des communautés détectées par les différents algorithmes.

1 Introduction
Les traces, aujourd’hui souvent informatisées, de certaines activités humaines, peuvent être

modélisées sous forme de réseaux complexes. Des exemples sont : les traces d’utilisation de
moteurs de recherche sur le web (Baeza-Yates, 2007; Kanawati, 2013), les traces d’échanges
de ressources sur des réseaux pair à pair (Shahabi and Kashani, 2007; Aidouni et al., 2009), les
logs de communications électroniques et/ou téléphoniques (Bouveyron and Chipman, 2007;
Gutierrez et al., 2013; Guigourès et al., 2013), les interactions dans les réseaux sociaux en-
ligne, comme Facebook, Twitter ou encore LinkedIn (Archambault and Grudin, 2012), les
jeux en réseaux et l’immersion dans des mondes virtuels (Szell and Thurner, 2012; Kappe
et al., 2009; Shah and Sukthankar, 2011), l’implication dans le blogosphère et autres sites
de partage social de ressources (i.e. les folksonomies) (Papadopoulos et al., 2010; Pujari and
Kanawati, 2012) et les collaborations scientifiques (Newman, 2001, 2004a; Benchettara et al.,
2010).

La plupart des graphes obtenus lors de la modélisation des activités cités ci-avant exhibent
des propriétés topologiques non-triviales mais similaires à d’autres graphes d’interactions ob-
servés dans d’autres contextes et d’autres domaines comme la biologie (ex. réseaux d’interac-
tions entre protéines), les réseaux technologiques (ex. Internet, le web) (Tarissan et al., 2013),
et les réseaux de transport (réseaux de routes, réseaux ferrés, réseaux d’interconnexion entre
aéroports) (Roth et al., 2011; Barthelemy, 2010). Nous désignons ces graphes, modélisant des
systèmes réels, par le nom générique de graphes de terrain. La figure 1 illustre un exemple de
ces graphs.
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FIG. 1: Exemple d’un graphe de terrain : Réseau de collaborations scientifiques extrait de
DBLP.

Par souci de simplification, nous considérons, sauf mention explicite, des graphes simples,
non dirigés et non pondérés. Le tableau ?? donne les principales notations employées dans le
reste du document.

Certaines des caractéristiques topologiques des graphes de terrain sont aussi partagées par
les graphes aléatoires (Erdös and Rényi, 1959; Watts and Strogats, 1998). C’est notamment le
cas de deux caractéristiques emblématiques : la faible densité et l’effet petit-monde. D’autres
caractéristiques des graphes de terrain sont bien propres à ce type de graphes et en font un
objet d’étude à part entière. Les principales caractéristiques sont :

Distribution hétérogène de degrés : Dans un graphe simple, le degré d’un nœud est donné
par le nombre de ses voisins directs. Dans les graphes de terrain on observe souvent
qu’il y a certains nœuds qui ont des degrés très élevés et beaucoup d’autres ont des
degrés très faibles. La distribution de degrés est souvent décrite par une distribution en
loi de puissance de le forme P (k) = βk−γ . où P (k) désigne la probabilité d’un nœuds
d’avoir k voisins.

Un coefficient de clustering local élevé ; Cette propriété exprime le fait que la probabilité
que deux nœuds, ayant au moins un voisin commun, soient liés est bien plus grande
que la probabilité de lien entre deux nœuds aléatoirement choisis. Par exemple, dans les
réseaux sociaux on observe généralement que les amis d’une personne ont tendances à
être liés entre eux aussi. Le coefficient de clustering est donné par la formule suivant :

∑ 3×#4
#∧ (1)
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Notation Description

G =< V,E > Graphe non orienté, V : ensemble de nœuds, E : ensemble de liens
n =‖ V ‖ Nombre de nœuds
m =‖ E ‖ Nombre de liens
AG La matrice d’adjacence du graphe G
Γ(x) Ensemble de voisins directs d’un nœud
dx =‖ Γ(x) ‖ Degré de x
dist(x, y) Distance géodésique entre les nœuds x et y

TAB. 1: Notations utilisées

où #4 est le nombre de triangles dans le graphe et #∧ est le nombre de triades. Noter
que dans un graphe aléatoire le coefficient de clustering sera de l’ordre de la probabilité
de l’existence d’un lien.

Structure communautaire : Une autre caractéristique phare des graphes de terrain est la pos-
sibilité de les diviser en modules ou en sous-graphes cohésives et denses et qui sont
faiblement connectés entre eux. Une illustration d’un graphe exemple est donné à la fi-
gure 2 où on montre à gauche un exemple d’une structure communautaire sur un graphe
d’exemple. A droite nous montrons les communautés détectées automatiquement dans
un graphe réel modélisant des interactions observées au sein d’un groupe de dauphins
dont le comportement a été étudié dans (Lusseau et al., 2003).

(a) Structure communautaire dans un
graphe d’exemple.

(b) Structure communautaire calculée par
la méthode de Louvain (Blondel et al.,
2008) dans un graphe d’interactions entre
dauphins (Lusseau et al., 2003).

FIG. 2: Exemple de structures communautaires

Les applications de la détection de communautés sont nombreuses. C’est une étape souvent
nécessaire pour nombre d’opérations de traitement de grands graphes notamment pour la vi-
sualisation (Bastian et al., 2009), la compression (Hernández and Navarro, 2012) et la paralléli-
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sation des calculs. Un autre champ d’applications important est le calcul de recommandations.
Dans le contexte de réseaux sociaux en ligne, la détection de communautés peut servir pour
recommander d’établir de nouveaux liens d’amitié, un service fréquemment proposé dans les
sites des réseaux sociaux en-ligne. Dans le contexte de réseaux bibliographiques on peut penser
à la recommandation de nouvelles collaborations scientifiques (Benchettara et al., 2010; Pujari
and Kanawati, 2015). Dans le cadre de réseau d’achats le concept de communauté peut être
vu comme une généralisation de l’approche classique de filtrage collaboratif (Resnick et al.,
1994) où on peut recommander à une personne les produits bien évalués par les membres de sa
communauté. Les produits peuvent être aussi regroupés en communautés selon les motifs de
leurs achats ce qui permet de recommander à un client des produits similaires à ce qu’il a aimé
auparavant. Dans beaucoup d’applications réelles, les réseaux d’interactions sont des réseaux
hétérogènes composés de plusieurs types de nœuds et de liens. Prenons par exemple les ré-
seaux issus des sites de partage social ou les folksonomies (ex. Flicker, citeUlike, bibsonomy)
qui font intervenir souvent trois types de nœuds : les utilisateurs, les ressources annotées et
les tags utilisés pour l’annotation (Pujari and Kanawati, 2012). Les techniques de détection
de communautés peuvent servir pour traiter le problème difficile de recommandation de tags
(Papadopoulos et al., 2011; Schifanella et al., 2010). Des réseaux multiplexes sont aussi uti-
lisés pour modéliser des interactions typées comme c’est le cas dans des sites de notation où
les consommateurs peuvent évaluer sur une échelle de valeurs des produits proposés (hôtels,
restaurants, films, etc.). Chaque niveau d’évaluation peut correspondre à une couche dans un
réseau multiplex.

La suite de cet article est organisée comme suit. Dans la section 2 nous passons en revue
les principales approches pour la détection de communautés dans les graphes simples. Les dif-
férentes approches d’évaluation des communautés détectées sont présentées dans la section 3.
Dans la section 4 nous présentons les principales approches d’extension des approches étudiées
dans la section 2 pour le cas des graphes multiplexes. Enfin nous concluons dans la section 5.

2 Détection de communautés dans des graphes simples
La ressemblance du problème d’identification de communautés avec beaucoup d’autres

problèmes traités dans d’autres domaines, comme le clustering de données, le problème de
calcul de cut dans des graphes ou encore les problèmes d’optimisation font qu’il existe une
grande variété d’approches pour l’identification de communautés. Trois études de synthèse
intéressantes mais non-exhaustives sont présentées dans (Fortunato, 2010; Tang and Liu, 2010;
Papadopoulos et al., 2012). Ici, nous proposons de classifier les approches existantes dans
quatre classes non exclusives entre elles :

— Approches centrées groupes où des nœuds sont regroupés en communautés en fonction
de propriétés topologiques partagées.

— Approches centrées réseau où la structure globale du réseau est examinée pour la dé-
composition du graphe en communautés.

— Approches centrées propagation qui appliquent souvent une procédure d’émergence de
la structure communautaire par échange de messages entre nœuds voisins.

— Approches centrées graines où la structure communautaire est construite autour d’un
ensemble de nœuds choisis d’une manière informée.
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2.1 Approches centrées groupes

Le principe consiste à confondre la définition d’une communauté avec un groupe de nœuds
ayant certaines caractéristiques topologiques communes. L’exemple le plus trivial est d’assi-
miler une communauté à une clique maximale dans le graphe ou à une γ-dense quasi clique.
Une clique est un sous-graphe complet. Une clique est maximale si on ne peut l’étendre en
ajoutant de nouveaux nœuds. Une γ-dense quasi clique est un sous-graphe dont la densité est
supérieur à un certain seuil γ ∈ [0, 1]. Or, le problème de calcul de cliques maximales est un
problème NP- difficile, ce qui rends difficile d’envisager son utilisation dans le contexte de
très grands graphes. Un autre concept util, souvent employé dans le domaine de l’analyse des
réseaux sociaux, est le concept de K-core. Un K-core est un sous-graphe connexe maximal
dans lequel le degré de chaque nœud est supérieur ou égale à k. Les graphes de terrain sont
principalement des graphes très parcimonieux, de telle structures sont souvent minoritaire dans
les graphes. Par contre des groupements denses de nœuds peuvent servir comme des graines
pour la détection des communautés (voir section 2.4).

FIG. 4: Exemple de K-core dans un graphe - Exemple tiré de (Papadopoulos et al., 2012).

2.2 Approches centrées réseau

La majeur partie des approches proposées dans la littérature s’appuient sur un schéma de
calcul prenant en compte la connexion globale du graphe cible. Différentes approches ont été
proposées. Nous reprenons dans la suite la classification proposée dans (Tang and Liu, 2010)
des approches centrées réseau où on distingue trois familles d’approches.

2.2.1 Approches de clustering

Une approche simple pour la détection de communautés consiste à transformer ce problème
en problème classique de clustering de données (Aggarwal and Reddy, 2014). Etant donné n
individus à regrouper en clusters, beaucoup d’algorithmes classiques calculent d’abord une
matrice de similarité S de dimension n × n où un élément Sij exprime la similarité entre
deux individus i et j selon une mesure de similarité donnée. Dans le cas d’un graphe G de n
nœuds il est aussi possible de construire une matrice de similarité entre les nœuds du graphe en
utilisant une mesure de similarité topologique entre les nœuds du graphe. Différentes mesures
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Mesure Formule Référence

Voisins communs ‖ Γ(x) ∩ Γ(y) ‖ (Lü and Zhou, 2011)

Cosine ‖Γ(x)∩Γ(y)‖√
‖Γ(x)‖×‖Γ(y)‖

(Salton and McGill, 1983)

Jaccard ‖Γ(x)∩Γ(y)‖
‖Γ(x)∪Γ(y)‖ (Jaccard, 1901)

Adamic-Adar
∑

z∈Γ(x)∩Γ(y)

1
log(‖Γ(z)‖) (Adamic and Adar, 2003)

Allocation de ressource
∑

z∈Γ(x)∩Γ(y)

1
‖Γ(z)‖ (Zhou et al., 2009)

Attachement Préférentiel dx × dy (Barabási and Albert, 1999)

Sørensen Index 2×‖Γ(x)∩Γ(y)‖
‖Γ(x)‖+‖Γ(y)‖ (Sørensen, 1948)

HPI 1 ‖Γ(x)∩Γ(y)‖
min(‖Γ(x)‖,‖Γ(y)‖) (Ravasz et al., 2002)

HDI 2 ‖Γ(x)∩Γ(y)‖
max(‖Γ(x)‖,‖Γ(y)‖) (Ravasz et al., 2002)

TAB. 2: Mesures de similarité dyadiques centrées voisinage.

de similarité topologiques dyadiques peuvent être définies. Nous les classifions en trois grandes
catégories :

— les mesures basées sur le voisinage des nœuds, dites aussi mesures locales ;
— les mesures basées sur les chemins entre les nœuds, dites aussi mesures globales ;
— les mesures semi-locales.
Le tableau ?? résume les principales mesures locales les plus utilisées.

Mesures basées sur les chemins Concernant les mesures basées sur les chemins les princi-
pales sont :

La proximité : simproxi(x, y) = 1
dist(x,y) : Plus la distance géodésique entre deux nœuds est

petite plus la proximité des deux nœuds est grande. Or, rappelons qu’une caractéristique
phare des graphes de terrain est le faible degré de séparation. Autrement dit, la distance
moyenne entre chaque couple de nœuds est faible. Ce qui rend une telle mesure peu
discriminante dans beaucoup de situations.

La mesure de Katz : soit σl(x, y) l’ensemble de chemins de longueur l reliant deux nœuds x
et y. La mesure de Katz proposée initialement dans (Katz., 1953) est définie par :

simkatz(x, y) =
∞∑

l=1

βl× ‖ σl(x, y) ‖ (2)

où β << 1 est un facteur qui va favoriser la prise en compte des chemins de longueurs
courtes. Dans (Fouss et al., 2007) on montre que si β est inférieur à la plus grande valeur
propre de AG alors le calcul de cette mesure pour chaque couple de nœuds converge
pour les valeurs calculées par la formule matricielle suivante :

simKatz = (I − β ×AG)−1 − I (3)
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où I est la matrice identité. Le calcul de cette mesure est très couteuse pour les grands
graphes. En pratique nous nous contentons d’une formule simplifiée comme nous le
montrons lors de la discussion des mesures semi-locales.

Indice de Leicht-Holme-Newman (LHN) Cette mesure initialement proposée dans Leicht
et al. (2006) est une variante de la mesure de Katz où on introduit l’idée que des nœuds
sont similaires s’ils sont connectés à des nœuds similaires. La formulation matricielle
récursive de cette mesure est donnée par :

simLHN = φAsimLHN + ψI (4)

où φ, et ±psi deux facteurs de pondération des poids des similarités entre voisins par
rapport à la similarité directe entre les deux nœuds cibles. Dans Lü and Zhou (2011), on
montre que le calcul de cette indice peut se résumer au calcul suivant :

simLHN = 2mλ1D
−1(I − φA

λ1
)−1D−1 (5)

où D est la matrice des degrés du graphe cible (Dxy = δxydx). δxy est la fonction de
Kronecker : δxx = 1 et δxy = 0 si x 6= y.

L’intermédiarité de chemin (PBC) 3 Cette mesure, proposée dans (Pujari, 2013), est une
généralisation de la mesure d’intermédiarité de groupe (Kolaczyk et al., 2009). Soit
σdist(x,y)(x, y) l’ensemble de plus courts chemins reliant x et y. D’une manière ana-
logue à l’intermédiarité d’un lien, l’intermédiarité d’un chemin p ∈ σdist(x,y)(x, y) est
donnée par :

BC(p) =
∑

i,j∈V

‖ σdist(i,j)(i, j|p) ‖
‖ σdist(i,j)(i, j) ‖ (6)

où σdist(i,j)(i, j|p) est l’ensemble de plus courts chemins reliant i à j et ayant p comme
un sous-chemin. L’intermédiarité de chemin entre deux nœuds x, y est donnée par :

simPBC(x, y) = max
p∈σdist(x,y)(x,y)

BC(p) (7)

Le temps de commutation moyen (CT) Le temps de commutation moyen est donné par le
nombre d’étapes nécessaires à un marcheur aléatoire qui part de x pour atteindre y puis
retourner à x. Dans (Fouss et al., 2007) on montre que le calcul de cette indice est donné
par la formule suivante :

simCT (x, y) =
1

L+
xx + L+

yy + 2L+
xy

(8)

où L+ = (D −A)−1 est le pseudo-inverse de la matrice laplacienne du graphe cible.
Indice de forêts de matrices (MFI) Selon cette mesure proposée dans (Chebotarev and Sha-

mis, 1997), la similarité entrée deux nœuds x et y est exprimée par le ratio du nombre de
forêts recouvrant tel que x et y sont dans le même arbre recouvrant enraciné dans x sur
le nombre total de forêts recouvrant dans le graphe. Dans (Fouss et al., 2007) on montre
que le calcul de cette mesure peut être donné par la formule matricielle suivante :

simMFI = (I + L)−1 (9)

où L est la matrice laplacienne du graphe cible.
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Mesures semi-locales Une mesure semi-local vise à réaliser un compromis entre une ex-
ploration de la structure du graphe qui dépasse le simple voisinage d’une part, et l’efficacité
computationelle d’autre part. Souvent Une mesure semi-locale est dérivée d’une mesure cen-
trée chemin comme c’est le cas par exemple de la mesure tronquée de Katz définie par :

simt−katz =

lmax∑

l=1

βlAl (10)

Une autre mesure similaire est l’indice de chemin local proposée dans (Zhou et al., 2009)
et définie par :

simLPI = A2 + εA3 (11)

où ε est un paramètre à fixer pour pondérer l’apport de nombre de chemins de longueur 3 à la
valeur de cette mesure. Noter que si ε = 0 cette mesure reviens à calculer le nombre de voisins
communs (cf. ??).

Une autre mesure semi-local, nommée PropFlow, proposée dans (Lichtenwalter et al.,
2010) repose sur l’idée de la propagation bornée entre les deux nœuds cibles. La similarité
entre deux nœuds x et y est assimilée à la probabilité d’un marcheur aléatoire de partir de x et
d’arriver à y en l étapes. Les poids des liens du graphe cible sont pris pour être les probabilités
de transition d’un nœud vers un autre. Le processus d’exploration applique une stratégie de re-
cherche en largeur, mais l’exploration s’arrête à l’arrivé au nœud cible ou à l’arrivé à un nœud
déjà visité (y compris si c’est le nœud x).

Dans (Benchettara et al., 2010), les auteurs font remarquer que beaucoup de réseaux de
collaboration réels sont issus de la projection d’un réseau bipartite sur l’un des deux ensembles
le constituant. Par exemple, un réseau de co-achat est la projection sur l’ensemble de clients
du graphe bipartite d’achats, reliant les clients aux produits achetés. De nouvelles mesures
de similarités entre les clients peuvent être définies d’une manière indirecte en considérant
les relations induites sur l’espace de produits. D’une manière plus générale, soit un graphe
bipartite Gbip défini sur deux ensembles > et ⊥. Soit G> (reps. G⊥) le graphe projeté sur
l’ensemble > (reps. ⊥). Une mesure indirecte définie sur les éléments de ⊥ est donnée par :

A⊥(x, y) = Φu∈ΓGbip
(x),v∈ΓGbip

(y)A>(u,v) (12)

où Φ est une fonction d’agrégation. A> (reps A⊥) est une mesure dyadique quelconque
définie sur le graphe G> (reps. G⊥).

Clustering spectral Un problème similaire au problème de partitionnement de graphe est
celui de calcul de coupe minimale. Une coupe correspond à la partition de l’ensemble de
sommets V d’un graphe en deux ensembles disjoints S et T de sorte que l’ensemble des liens
du graphe aient extrémités dans chaque sous-ensemble de la partition. La coupe est minimale
si l’ensemble de liens entre les deux sous-ensembles est minimale. Pour éviter le calcul de
coupes triviales et peu intéressantes où l’un des sous-ensembles se résume à un singleton, on
change souvent la fonction objective de sorte que les tailles des sous-ensemble soient prises en
compte. Soit π = (C1, C2, . . . , Ck) une partition de l’ensemble des nœuds. Les deux variantes
de la fonction objectif les plus employées sont (White and Smyth, 2005) :
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FIG. 5: Définition de mesures indirectes dans des graphes projetés d’un graphe bipartite.

— Le ratio de la coupe donné par :

Ratio_Cut(π) =
k∑

i=1

cut(Ci, Ci)

‖ Ci ‖
(13)

où Ci est le complément de Ci
— La coupe normalisée donnée par :

Ncut =

k∑

i=1

cut(Ci, Ci)

vol(Ci)
(14)

où vol(Ci) =
∑
v∈Ci

dv

Dans les deux cas, l’optimisation de la fonction objectif peut être ramenée à un problème
de minimisation de trace formulée par :

min
S∈{0,1}n×k

Tr(ST L̃S) (15)

où :

L̃ =

{
D −A cas de Ratio Cut

I −D−
1
2AD−

1
2 cas de Ncut

(16)

Dans les deux cas, la valeur optimale de S correspond aux premiers vecteurs propres de la
matrice L̃ qui sont associés aux plus petites valeurs propres (Tang and Liu, 2010).

2.2.2 Approche fondée sur les modèles de blocks

Le principe de cette approche décrite dans (Tang and Liu, 2010) est d’approximer la struc-
ture du graphe, représentée par la matrice d’adjacence A par une structure de blocks. La figure
6 présente une illustration visuelle de l’approche où la matrice visualisée à droite est obtenue à
partir de celle affichée à gauche après réorganisation des lignes et des colonnes. Chaque block
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obtenu correspond à une communauté. On peut approximer la matrice d’adjacence A par le
produit suivant :

A ≈ SΣST (17)

où S ∈ {0, 1}n×k est la matrice d’appartenance des nœuds aux blocks, k est le nombre
de blocks, et Σ est la matrice de densité d’interactions dans les blocks. Une fonction objective
naturelle à minimiser est la suivante :

min ‖ A− SΣST ‖2F (18)

où ‖ . ‖2F est la norme de Frobenius : ‖ A ‖2F=
n∑
i=1

n∑
j=1

|Aij |2.

Ce problème de minimisation est connu pour être NP-difficile quand S est à valeurs dis-
crètes. Une approximation consiste à assouplir la contrainte et considérer la matrice S avec
valeurs continues mais en imposant l’orthogonalité des vecteurs de S. Autrement dit on im-
pose que SST = Ik. Dans ce cas la valeur optimale de S sera les k premiers vecteurs propres
de la matrice A associés aux k plus grandes valeurs propres de cette matrice.

FIG. 6: Illustration de l’approche de modèle de blocks - exemple tiré de (Tang and Liu, 2010).

2.2.3 Approches d’optimisation

Soit Π = {P1,P2, . . . ,P2n} l’ensemble de partitions possibles d’un graphe G où n est le
nombre de nœuds du graphe. Le problème de détection de communautés peut être ramené à un
problème classique d’optimisation avec la définition d’une fonction objectif de qualité d’une
partition. Le critère de la modularité proposé initialement dans (Newman, 2004a) est la fonc-
tion objective la plus utilisée depuis. De façon informelle, la modularité d’une partition mesure
la différence entre la proportion de liens internes aux communautés et la même quantité dans
un modèle nul ou aucune structure communautaire n’est attendue. Le modèle nul est donné par
un graphe aléatoire ayant le même nombre de nœuds et de liens et la même distribution de de-
grés. Plus formellement étant donné une partition P = {c1, . . . , ck} en k communautés. pour
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une communauté Ci la qualité est donnée par
∑
i,j∈ci

(Aij − didj
2m ). Pour une partition, la qualité

est égale à la somme des qualités de chacune de ses composantes :
∑
ci∈π

∑
i,j∈Ci

(Aij − didj
2m ). La

modularité d’une partition P est alors donnée par la formule suivante :

Q(P) =
1

2m

∑

c∈P

∑

i,j∈c
(Aij −

didj
2m

) (19)

Le terme 1
2m est ajouté afin de normaliser les valeurs possibles de Q dans l’intervalle

[−1, 1].
La maximisation de la modularité est un problème NP-difficile (Brandes et al., 2008). Des

méthodes d’optimisation approchées sont proposées pour calculer, en temps et espace poly-
nomiaux, des partitions que l’on espère proches de l’optimum. Des méthodes d’optimisation
directe utilisant les techniques d’algorithmique génétique (Li and Song, 2013; Pizzuti, 2012;
Cai et al., 2011), de recuit-simulé (Reichardt and Bornholdt, 2006; Guimera et al., 2004) ou
de l’optimisation extrêmale (Duch and Arenas, 2005) ont été proposées. Cependant les heuris-
tiques les plus appliquées sont fondées sur le principe de la classification hiérarchique. Deux
approches contraires sont largement expérimentées :

— Les approches agglomératives (ou ascendantes) selon lesquelles on part de la partition
atomique (ensemble des singletons), et on fusionne deux communautés à chaque ité-
ration. Les communautés à fusionner sont celles qui promettent une modularité maxi-
male. Des exemples de ces approches sont données dans (Blondel et al., 2008; New-
man, 2004b; Donetti and Munöz, 2004; Pons and Latapy, 2006).

— Les approches divisives (de descendantes) dans lesquelles on part du graphe entier. A
chaque itération, on cherche à scinder une communauté en deux de sorte à maximiser
la modularité. Des exemples de cette approche sont donnés dans (Newman, 2004a;
Radicchi et al., 2004).

Les deux types d’approches produisent des hiérarchies de communautés. La figure 14
illustre un exemple d’hiérarchie retournée par un algorithme d’optimisation de la modularité.
Généralement, on retient une partition à nombre de communautés voulu, ou celle qui maximise
la modularité.

Dans (Tang and Liu, 2010) une formulation matricielle du problème de l’optimisation de
la modularité est proposée. On définit la matrice

B = A− ddT

2m (20)

L’expression de la modularité d’une partition (voir formule 19) peut alors être formulée
comme suit :

Q = 1
2m

∑

C

STCBSC = 1
2mTr(S

TBS) = Tr(StB̃S) (21)

où SC ∈ {0, 1}n est le vecteur d’appartenance communautaire des nœuds dans C, S est la
matrice d’indication de l’appartenance d’un couple de nœuds à une même communauté, et

B̃ =
1

2m
B =

A

2m
− ddT

(2m)2
(22)
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FIG. 7: Exemple du problème de limite de la résolution de la modularité : La maximisation de
la modularité conduit à grouper les cliques deux à deux - Exemple tiré de (Seifi, 2012).

La maximisation de Q peut se ramener alors au calcul des k premiers vecteurs propres
associés aux k valeurs propres les plus grandes de la matrice B̃ sous condition de relaxation
spectrale de S (i.e. SST = I) (Newman, 2006).

Limites de l’optimisation de la modularité Les approches fondées sur l’optimisation de la
modularité font implicitement les hypothèses de travail suivantes :

(i) La meilleur décomposition en communautés d’un graphe est celle correspondant à la
modularité maximale.

(ii) Si un réseau a une structure communautaire alors on peut trouver une partition précise
pour laquelle la modularité est maximale.

(iii) Pour un réseau à structure communautaire, les partitions correspondant à des grandes
valeurs de modularité sont structurellement similaires.

Or, des récentes études ont montré que les trois hypothèses énumérées ci-dessus sont toutes
fausses. Dans (Fortunato and Barthélemy, 2007) les auteurs montrent que les algorithmes fon-
dés sur l’optimisation de la modularité souffrent d’un problème de limite de résolution dans le
sens qu’ils ne peuvent pas distinguer des communautés plus petites d’une certaine taille limite.
Pour des graphes non pondérés la maximisation de la modularité ne permet pas de distinguer
des communautés ayant un nombre de liens inférieur à

√
m
2 . La figure 7 illustre un graphe

type qui montre le problème de limite de résolution. Dans ce graphe composé d’un ensemble
de cliques de m nœuds connectées en anneau, la maximisation de la modularité va conduire
à regrouper les cliques deux à deux. Afin de fixer les idées, considérons le graphe illustré à la
figure 7 dans le cas où m = 3. La modularité de la partition naturelle sera alors Q = 0.650
tandis que la modularité de la partition où les cliques sont regroupées deux à deux sera de
Q = 0.675.

Dans une tentative de traitement de ce problème de limite de la résolution, une correction
de la fonction de la modularité est proposée dans (Reichardt and Bornholdt, 2006) en ajoutant
un paramètre de résolution λ comme suit :

Q(P) =
1

2m

∑

c∈P

∑

i,j∈c
(Aij − λ

didj
2m

) (23)
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FIG. 8: Distribution de partitions à modularités maximales - exemple tiré de (Good et al.,
2010).

Plus la valeur de λ est grande plus les communautés de petites tailles seront favorisées par
Q puisque la maximisation de Q nécessite la minimisation du terme λ

didj
2m . Inversement, les

communautés de grandes tailles seront favorisées en diminuant λ. Noter que pour λ = 1, on
obtient la même fonction de modularité initiale. Si cette nouvelle fonction de modularité, ap-
pelée modularité mutli-résolution, peut être réglée pour explorer de communautés à différentes
échelles, elle apporte néanmoins une réponse partielle au problème de la limite de résolution
puisque les tailles de communautés dans les réseaux réels sont très hétérogènes et suivent aussi
une distribution selon une loi de puissance. D’autre part, on montre dans (Lancichinetti and
Fortunato, 2011) que la maximisation de la modularité n’a pas seulement tendance à fusion-
ner les petits groupes, mais aussi à éclater des grandes communautés, et il semble impossible
d’éviter simultanément les deux problèmes.

Plus sérieux encore sont les leçons tirées de l’étude reportée dans (Good et al., 2010) où les
auteurs démontrent l’existence d’un grand nombre de partitions très différentes entre elles mais
qui ont une valeur de modularité optimale. Ce plateau étendu de partitions différentes entre-
elles mais qui ont des modularités maximales explique les différences dans les résultats des
différentes approches d’optimisation de la modularité. Dans (Aynaud and Guillaume, 2010)
on montre que les algorithmes de maximisation de la modularité sont très sensibles à des
perturbations minimales appliquées au graphe étudié.

Ces sérieux inconvénients remettent en cause les nombreuses approches développées pour
la détection de communautés par maximisation de la modularité. Cependant, la modularité
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Graphe du réseau Matrice d’utilité M

Matrice d’indication SPartition du graphe

Calcul de l’utilité

Calcul de K
vecteurs propres

Appliquer K-means

FIG. 9: Approche unifiée pour la détection de communautés (Tang and Liu, 2010).

reste un critère, parmi d’autres, pour pouvoir distinguer et qualifier les qualités des partitions
retrouvées mais on sais aujourd’hui que celui-ci ne peut pas être le seul critère possible.

2.2.4 Modèle unifié de détection de communautés

Dans un travail de synthèse, les auteurs de (Tang and Liu, 2010) présentent une approche
unifiée pour les méthodes de détection de communautés basées sur l’analyse de la connexion
globale du réseau. L’approche unifiée est illustrée à la figure 9. Cette approche est structurée
en trois étapes :

Calcul de matrice d’utilité M. A partir de la matrice d’adjacence du graphe cible AG et une
fonction objective, on construit une matrice d’utilité M . Dans les cas que nous avons
traité ci-avant, M peut être définie comme suit :

M =





A (voir formule 17) Modèle de blocks
L̃ (voir formule 16) Clustering spectral
B̃ (voir formule 22) Maximisation de modularité

(24)

Calcul de la matrice d’indication S. A partir de la matrice d’utilité M on calcule la matrice
formée par les K-top vecteurs propres de M . Ces vecteurs représentent l’essentiel des
interactions dans le réseau en fonction de la fonction objective employée.

Calcul de la partition du graphe. Les nœuds du réseau seront recodés en fonction de la nou-
velle base définie par la matrice S. L’algorithme k-means peut être appliqué afin de
trouver une partition du graphe d’origine dans l’espace défini par S.

2.3 Approches centrées propagation
Les approches centrées propagation exploitent la propriété de la densité des liens intra-

communauté. En effet, en raison de la densité relative des communautés et des faibles liens
intercommunautaire, on peut raisonnablement admettre qu’un signal émis par un nœud et re-
transmis par ses voisins a plus de chance de rester dans la communauté du nœud source, que
de se propager aux autres communautés. Différents algorithmes exploitent cette propriété dif-
féremment. Par exemple, l’algorithme WalkTrap (Pons and Latapy, 2006) calcule pour chaque
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nœud dans le graphe un vecteur qui donne la probabilité qu’un marcheur aléatoire arrive aux
autres nœuds du réseau en k pas de temps. Les vecteurs de probabilité ainsi calculés pour
chaque nœud sont utilisés pour calculer des similarités entre les nœuds. D’autres algorithmes
centrés propagation sont les algorithmes basés sur les techniques de propagation de labels (Ba-
jec, 2011; Cordasco and Gargano, 2012; Corlette and III, 2010; Gregor, 2010; Raghavan et al.,
2007; Xie and Szymanski, 2011).

2.4 Approches centrées graines

L’algorithme suivant donne le schéma général d’un algorithme centré-graine pour la dé-
tection de communautés. On y distingue trois principales étapes : la détection de graine au-
tour lesquelles des on identifie des communautés locales (Kanawati, 2014a). L’ensemble des
communautés locales ainsi identifiées seront ensuite utilisées pour identifier une partition du
graphe.

Algorithm 1 Schéma général d’un algorithme centré–graine

Require: G =< V,E > : Un graphe connexe
1: C ← ∅
2: S ← détection_de_graines(G)
3: for s ∈ S do
4: Cs ← communuaté_locale(s,G)
5: C ← C + Cs
6: end for
7: return calcul_communauté(C)

Une graine peut correspondre à un nœud souvent sélectionné en utilisant les mesures clas-
siques des centralités comme c’est fait dans (Khorasgani et al., 2010; Shah and Zaman, 2010).
Dans d’autres algorithmes une graine cooresponds à un sous-graphe (Papadopoulos et al.,
2011), ou à un ensemble de nœuds par forcément connectés entre eux (Yakoubi and Kana-
wati, 2014).

Différents algorithmes peuvent être appliqués pour le calcul de communauté locale d’une
graine. Des algorithmes classiques d’expansion à partir de la graine sont proposés dans (Clau-
set, 2005; Chen et al., 2009; Ngonmang et al., 2012). Une approche multi-objectifs est proposée
dans (Kanawati, 2015). Un algorithme de calcul de communauté locale autour d’un ensemble
de nœuds est proposé dans (Danisch et al., 2013). Ces approches ne garantissent pas de cou-
vrir l’ensemble de nœuds d’un graphe dans la structure communautaire ainsi calculée. Dans
(Yakoubi and Kanawati, 2014) une approche plus originale est proposée où après la détection
de graines, chaque nœud dans le graphe (graine ou non) calcule un vecteur de préférence d’ap-
partenance aux communautés de chaque graine. L’appartenance communautaire des nœuds est
le résultat d’un processus de vote local impliquant le nœud et ses voisins directs.

La plupart d’algorithmes centrés-graines existant retourne l’ensemble des communautés
locales des graines comme le résultat finale. Une exception est l’algorithme Yasca décrit dans
(Kanawati, 2014c) où les communautés locales identifiées sont utilisées pour construire des
bi-partitions du graphe (partition en deux communautés : la communauté locale et les autres
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nœuds du graphe). Une étape de fusion des bi-partitions ainsi trouvées est effectuée afin d’ob-
tenir la structure communautaire du graphe.

La plupart des algorithmes centrés graine s’appuie sur des calculs locals, ce qui facilite
la parallélisation de ce types d’algorithmes. Une étude comparative des approches centrées
graines est présentée dans (Kanawati, 2014b).

3 Evaluation des communautés
Les différents algorithmes de détection de communautés calculent souvent des structures

communautaires différentes pour un même graphe. Si les différents algorithmes peuvent être
comparés en termes de leurs complexités de calcul et d’espace mémoire requis, la qualité des
communautés retrouvées reste un indicateur important de la performance de ces algorithmes.
Or, l’évaluation de la qualité des communautés est aujourd’hui encore une question ouverte
malgré le nombre important de travaux dans ce domaine. Trois grandes familles d’approches
sont proposées dans la littérature :

— les indices d’évaluation de la similarité d’une partition retrouvée avec une partition de
référence ;

— les indices d’évaluation des qualités topologiques des communautés ;
— évaluation guidée par une tâche.

3.1 Indices d’évaluation de communautés par rapport à une partition de
référence

La disponibilité d’une partition de référence pour un grapheG peut être le résultat d’un des
trois processus suivants :

Annotation par un expert : Les graphes pour lesquels des experts ont défini des partitions
de références sont souvent des graphes de très petites tailles. Le tableau 3 décrit les caractéris-
tiques des principaux réseaux réels annotés par des experts et qui sont souvent utilisés comme
un benchmark pour les algorithmes de détection de communautés 4. La figure 10 montre un
exemple célèbre : le réseau de club de Karaté de Zachary. Ce réseau a été étudié initialement
dans (Zachary, 1977). Il est composé de deux communautés disjointes comme illustré par le
code de couleur.

Définition implicite : Les approches basées sur l’inférence de communautés en fonction
de certaines informations sémantiques décrivant les nœuds et/ou les liens d’un réseau. C’est
l’approche adoptée dans le travail récent de Jure Leskovec et al. (Yang and Leskovec, 2012).
Or, certaines règles appliquées pour l’inférence de communautés sont plus que discutables :
Par exemple, dans le cas du réseau de publications reportées dans la fameuse base DBLP, les
auteurs proposent que deux auteurs qui publient dans une même conférence appartient à une
même communauté !. Dans le cas du réseau social Live Journal, ils proposent d’assimiler les
groupes de fans d’artistes à des communautés. Il est bien sûr difficile de définir des règles

4. La plupart de ces réseaux de benchmark sont disponibles sur la page de jeux de données de Pajek :
http ://vlado.fmf.uni-lj.si/pub/networks/data/esna/
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Réseau n m # communautés

Club de Karaté de Zachary 34 78 2
Football 115 616 11
Strike 24 38 3
Livres politiques 100 441 3
Dauphins 62 159 2

TAB. 3: Quelques réseaux réels souvent utilisés comme un benchmark pour les algorithmes de
détection de communautés.

FIG. 10: Le réseau de club de Karaté de Zachary : il décrit les relations d’amitiés entre 34
membres d’un club de Karaté observées lors de la gestion d’un conflit durable entre l’entraîneur
et l’administrateur du club (Zachary, 1977).

plus précises sans analyse approfondie, mais les communautés ainsi définies sont souvent très
nombreuses, de petits tailles par rapport à la taille du réseau et sont mono-thématique.

Génération par un modèle artificiel Le principe est de générer des graphes artificiels avec
des structures communautaires paramétrable. Le modèle générateur le plus récent est le mo-
dèle LFR (Lancichinetti and Radicchi, 2008). Les générateurs sont basés sur la définition de
communautés denses qu’on relie entre elles avec une densité paramétrable afin de contrôler
la difficulté de la reconnaissance de la structure communautaire. Cette approche a le mérite
de la simplicité et de la possibilité de générer des graphes de différents tailles et de différents
degrés de difficulté à décomposer en communautés. Mais rien ne prouve que les graphes géné-
rés par ces modèles sont bien similaires dans leurs mécanismes de formation aux graphes de
terrain. L’historique de l’évolution de nos connaissances sur la caractérisation des graphes de
terrain ne permet pas de dire qu’on connais déjà la liste ultime de leurs caractéristiques topo-
logiques. Quant à la dynamique de l’évolution de communautés rien n’est encore bien établie
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de sorte à permettre d’utiliser les actuels modèles génératifs pour la détection de communautés
dynamiques.

La disponibilité d’une partition de référence permet d’utiliser les différentes mesures de
distance entre clusters développées pour l’évaluation des approches de classification non-
supervisé (ou clustering) (Aggarwal and Reddy, 2014). Les indices classiques de pureté, de
rand (Rand, 1971), de rand ajusté (ARI) (Hubert and Arabie, 1985) ou encore les mesures fon-
dées sur la théorie de l’information comme l’information mutuelle normalisé (NMI) (Strehl
and Ghosh, 2003) ou la variation de l’information (vi) (Meila, 2003) peuvent être utilisés.

Ces mesures, appliquées au problème d’évaluation de la détection de communautés
ignorent par construction une partie importante de l’information disponible, à savoir la topolo-
gie du réseau. Des travaux récents ont tenté d’aborder ce problème. Dans (Orman et al., 2012),
les auteurs proposent d’utiliser de façon conjointe les mesures traditionnelles et différentes
propriétés topologiques. Cependant, ils reconnaissent eux-mêmes que l’utilisation de ces der-
nières n’est pas simple, car leur quantification prend la forme de plusieurs séries numériques,
difficiles à comparer.

Dans (Labatut, 2012), une adaptation de la mesure de pureté est proposée afin de prendre
en compte la topologie du réseau lors de la comparaison de deux partitions. L’idée de base est
de définir une pureté nodale qui mesure la pureté pour un nœud x pour une partition U par
rapport à une partition R. Cette pureté est définie comme suit :

purity(x, U,R) = δargmaxj‖u(x)∩rj‖,r(u)

où deltax,y est l’indice de Kronecker, u(x) (reps. r(x)) est la communauté dans U (reps. R)
auquel appartient le nœud x. Cette pureté nodale a donc une valeur binaire : 1 si r(x) est
la communauté majoritaire dans u(x), et 0 sinon. La pureté d’une communauté par rapport
à une partition est reformulée pour être la moyenne de la pureté nodale des nœuds dans la
communauté :

purity(ui, R) =
1

‖ ui ‖
∑

x∈ui

purity(x, U,R)

3.2 Mesures topologiques pour l’évaluation de communautés
Nous distinguons ici deux types de mesures topologiques :
— Les mesures globales qui évaluent la qualité d’une partition. Le critère de la modularité,

présenté dans la section 2.2.3 est le critère le plus employé pour mesurer la qualité
intrinsèque d’une partition.

— Les mesures centrées sur la qualité individuelle des communautés formant une parti-
tion. En effet, beaucoup de mesures de qualité d’une communauté isolée ont été intro-
duites dans le cadre de la résolution du problème d’identification de la communauté
d’un nœud ou ce qui est appelé aussi la détection de communauté locale (Chen et al.,
2009; Zhang and Wu, 2012; Ngonmang et al., 2012). Dans ce contexte, la qualité d’une
partition est donnée par la moyenne des qualités des communautés qui la composent.

Q(C) =

∑
i

f(Si)

|C| (25)

où f() est une fonction de qualité d’une communauté.
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Dans (Leskovec et al., 2010) trois familles de fonctions de qualité topologique d’une com-
munauté sont identifiées (tableau ?? ) : des fonctions basées sur la connectivité interne, des
fonctions basées sur la connectivité externe et des fonctions hybrides

Mesure Formule Description

Densité interne 2×mc
nc×(nc−1)

Densité du sous-graphe
induit par la communauté

Degrés moyen 2×mc

nc
Moyen de degrés internes

FOMD |{u:u∈c,|(u,v),v∈c|>dm}|
nc

Le pourcentage des nœuds interns
dont le degré > la mediane des degrés

TPR |{u∈c}:∃v,w∈c:(u,v),(w,v),(u,w)∈E|
nc

Taux d’implication dans des triangles
Expansion bc

nc
Nombre de liens sortants par nœud

Taux de coupe bc
nc×(N−nc) Nombre de liens sortants sur

le nombre de liens sortants possibles
Conductance bc

2mc+bc
La fraction de liens sortants

MAX-ODF max
u∈c

|{(u,v)∈E,v 6∈c}|
du

Le max par nœud de liens sortants

TAB. 4: Mesures topologiques d’évaluation d’une communauté c. nc : nombre de nœuds dans
c, mc : nombre de liens dans c, bc : nombre de liens sortant de c et dm est le médian de degrés
des nœuds dans V .

3.3 Evaluation guidée par une tâche

La rareté des réseaux de grandes tailles pour lesquelles une partition de référence est
connue (voir tableau 3), les limitations des critères topologiques d’évaluation des commu-
nautés (voir 19) et les limitations des modèles générateurs de réseaux artificiels de benchmark,
sont quelques facteurs qui ont motivé la recherche de nouvelles approches pour l’évaluation
des partitions détectées par les différents algorithmes de détection de communautés. L’évalua-
tion guidée par une tâche semble être une alternative prometteuse. Le principe est simple : Soit
T une tâche où la détection de communautés peut être appliquée. Soit per(T,Algoxcom) un
indicateur de performance de l’exécution de la tâche T en utilisant l’algorithme de détection
de communautés Algoxcom. Nous pouvons comparer les performances des deux algorithmes
différents en fonction des indicateurs per(T,Algoxcom) et per(T,Algoycom).

Dans (Papadopoulos et al., 2012), les auteurs proposent d’utiliser la tâche de recomman-
dation de tags dans des folksonomies. Dans (Yakoubi and Kanawati, 2014) la tâche de classi-
fication non-supervisée de données non relationnelles est employée (voir figure 11). Afin de
classifier les données, l’approche commence par structurer les données sous forme de graphe
de voisinage (Toussaint and Bhattacharya, 1981) définie à l’aide d’une fonction de distance
appropriée. Les algorithmes de détection de communautés peuvent alors être appliqués sur ce
graphe pour identifier des clusters.
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FIG. 11: Evaluation des algorithmes de détection de communautés sur une tâche de clustering
de données.

Notation Description

A[k] Matrice d’adjacence de la couche k
d

[k]
i Degré de nœud i dans la couche k
m[k] Nombre de liens dans la couche k
Cklij Le poids de lien inter-couches k et l entre le nœuds i et le nœud j

TAB. 5: Notations utilisées pour les réseaux multiplexes

4 Approches de détection de communautés dans des graphes
multiplexes

4.1 Problématique

Nous définissons un graphe multiplex, désigné aussi par le termes graphe multi-couches 5

ou encore graphe multi-relationnel, comme un graphe composé d’un ensemble de nœuds de
même type, reliés par différents types de relations. Une présentation usuelle (voir figure 12)
est de représenter un tel réseau sous forme de réseau multi-couches. Chaque couche contient le
même ensemble de nœuds V . Mais chaque couche correspond à un type de relation différente.
Par exemple, dans le cas d’un réseau de co-achat, les nœuds représentent les clients. Chaque
couche représente les relations de co-achat d’un genre particulier de produits. Dans le cas
de réseaux bibliographiques, on peut définir un multiplex où les nœuds sont les auteurs et
chaque couche corresponds à une relation différente : co-publication, co-citation, co-cités, co-
participation à une conférence (Davis et al., 2011; Pujari and Kanawati, 2015).

D’une manière formelle, nous définissons un réseau multiplex structuré en α couches par
G =< V,E1, . . . , Eα >. Chaque couche du multiplex est décrite par une matrice d’adjacence
A

[α]
G . Le tableau 5 donne les principales notations que nous utilisons dans la suite de ce travail.

5. Multi-slice en anglais
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FIG. 12: Illustration d’un réseau multiplex : relations entre acteurs dans un cabinet d’avo-
cats : trois types de relations sont observés : relations de conseil, de collaborations et d’amitiés
(Lazega, 2001).

Par analogie à la définition commune d’une communauté dans un graphe simple, nous
définissons une communauté multiplexe comme un sous-graphe dense dans le réseau multiplex
qui est faiblement connecté aux autres communautés dans le graphe. La notion de densité dans
un graphe multiplex reste une notion floue : lequel des graphes illustrés à la figure 13 est le
plus dense dans le réseau multiplex ?

FIG. 13: Sous-graphes denses dans un réseau multiplex ? - Exemple tiré de (Berlingerio et al.,
2011).

Les différents travaux abordant le problème de détection de communautés dans les réseaux
multiplexes adoptent des définitions différentes. Trois principales approches peuvent être iden-
tifiées dans la mise en œuvre des travaux existant :

Agrégation des couches : Le principe est de transformer un réseau multiplex en un réseau
simple en appliquant une stratégie d’intégration des différentes couches. Les algorithmes
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de détection de communautés classiques peuvent alors être appliqués sur le réseau résul-
tant.

Agrégation des partitions : L’idée de base est de détecter des structures communautaires
dans chaque couche du réseau multiplex en isolation de l’autre. Ensuite une stratégie
de fusion des partitions retrouvées de chacune des couches peut être appliquée.

Exploration simultanée des couches L’idée est d’intégrer la prise en compte de la nature
multiplex du réseau dans le processus même de la détection des communautés.

4.2 Agrégation des couches
Soit GM =< V,E1, . . . , Eα > un graphe multiplex défini sur α couches. A[k] est la

matrice d’adjacence. L’approche consiste à transformer ce graphe en graphe simple pondéré
G =< V,E,W > où W est une matrice de poids sur les liens e ∈ E. L’idée est que la matrice
de poids préserve autant que possible les informations contenues dans le graphe multiplex
d’origine. Différentes fonctions de calcul des poids sont proposées. Nous citons dans la suite
les plus utilisées.

Pondération binaire : Le principe est de lier deux nœuds dans le graphe simple s’il existe
au moins un lien entre ces deux mêmes nœuds dans au moins une des α couches (Berlingerio
et al., 2011; Suthers et al., 2013). Plus formellement nous avons :

wij =

{
1 si ∃1 ≤ i ≤ α : (i, j) ∈ Ei
0 sinon

(26)

Pondération selon la fréquence Dans (Tang and Liu, 2010) on propose de pondérer les liens
(i, j) dans E par la moyenne des poids du lien dans l’ensemble des couches. Formellement ;

wij =
1

α

α∑

k=1

A
[k]
ij (27)

Un autre schéma de pondération similaire est celui proposé dans (Berlingerio et al., 2011)
où le poids d’un lien est calculé par la redondance du lien dans les différentes couches :

wij =‖ {d : A
[d]
ij 6= 0} ‖ (28)

Pondération par une mesure de similarité Une manière plus générale est de pondérer un
lien (i, j) dans un graphe simple représentant un graphe multiplex, par une similarité multiplex.
On peut pratiquement, utiliser les mêmes techniques employées pour le calcul de versions
temporelles des mesures de similarité dyadiques dans un graphe dynamique (Potgieter et al.,
2009). En effet, l’historique de l’évolution d’un graphe sur β pas de temps peut être assimilée à
un graphe multiplex de β couches. La différence est que le temps induit un ordre sur les couches
contrairement à un réseau multiplex où aucun ordre ne peut être définie sur les couches. Dans
(Berlingerio et al., 2011) les auteurs proposent l’utilisation du coefficient de clustering d’un
lien potentiel (i, j) comme une mesure de similarité pour la pondération du graphe G.
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Combinaison linéaire Dans (Cai et al., 2005) les auteurs avancent l’idée que les couches
d’un multiplex peuvent avoir des contributions variables à la composition des communautés et
que l’intégration de couches peut être faite par une combinaison linéaire des matrices d’adja-
cence des couches. Nous avons :

A =
α∑

k=1

wkA
[k] (29)

où A est la matrice d’adjacence du graphe simple résultat. Les auteurs proposent d’ap-
prendre les poids wk à utiliser à partir des contraintes que l’utilisateur peut fournir sur l’appar-
tenance communautaire de certaines couples de nœuds : des couples qui doivent être dans une
même communauté et d’autres qui doivent être placés dans des communautés différentes.

Toutes ces approches d’intégration de couches induisent une perte de l’information de la
multiplicité des liens. Il n’est pas possible de retrouver le réseau multiplex à partir du réseau
simple résultat de l’agrégation. L’avantage évident, est la simplicité de la mise en œuvre et
la possibilité d’utiliser un large choix d’algorithmes de détection de communautés développés
pour les réseaux simples. La seule condition sur l’algorithme à utiliser est d’être capable de
prendre en compte les poids de liens lors du calcul des communautés.

4.3 Agrégation de partitions
A l’opposé des approches d’agrégation de couches, l’agrégation de partitions consiste à

appliquer un algorithme de détection de communautés à chacune des α couches. On obtient
alors α partitions différentes de l’ensemble des nœuds V . Ces partitions peuvent être agrégées
en une seule partition en utilisant les techniques classiques de clustering d’ensemble (Sammut
and G., 2010; Strehl and Ghosh, 2003; Topchy et al., 2005; Goder and Filkov, 2008).

Une autre approche similaire est l’approche de calcul de cœurs de communautés dévelop-
pée dans (Seifi, 2012). L’approche consiste à construire une matrice F de dimension n× n où
chaque élément Fij donne la fréquence de l’association des nœuds i et j dans une même com-
munauté dans l’ensemble des partitions P [k]. Un grapheGβ de fréquence de co-association est
construit sur l’ensemble de nœuds V où deux nœuds sont liés par un lien si Fij ≥ β. Les com-
posantes connexes du grapheGβ sont déclarés des cœurs de communautés du graphe d’origine
G. L’approche est initialement conçue pour le calcul de cœures de communautés en utilisant
des algorithmes non stables de détection de communautés mais elle peut naturellement être
étendue à la fusion de partitions différentes obtenues sur différentes couches d’un multiplex.
Cependant, l’approche donne de meilleurs résultats si le nombre de couches est assez grande
afin de pouvoir obtenir des fréquences de co-affectation significatives.

4.4 Exploration simultanée des couches
Très peu de travaux existant ont abordé le problème d’exploration directe de l’ensemble

des couches pour la détection de communautés multiplexes. Quelques travaux cependant ont
tenté de généraliser des approches de détection de communautés dans les graphes simples aux
graphes multiplexes. Un des premiers travaux dans ce contexte est le travail de Tang et.al.
(Tang and Liu, 2010) dans lequel les auteurs, et grâce au modèle unifié (voir section 2.2.4)
qu’ils proposent, ont pu identifier de nouvelles approches d’agrégation autres que les deux
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approches triviales d’agrégation des couches et d’agrégation des partitions. En effet, selon le
modèle unifié illustré à la figure 9, l’agrégation peut se faire au niveau des matrices d’utilités ou
encore au niveau des matrices d’indication d’appartenance communautaire. L’inconvénient de
cette approche reste l’emploi en dernière étape d’un schéma de clustering utilisant l’algorithme
K-means qui nécessite d’avoir le nombre de communautés à trouver. L’approche est adéquate
pour des graphes de taille intermédiaire mais peu adaptée pour les très grands graphes.

Dans (Amelio and Pizzuti, 2014), une approche d’optimization multi-objectives est pro-
posée pour la détection de communautés dans un multiplex. L’approche opère comme suit :
d’abords les couches d’un multiplex sont ordonnées selon un critère lié au domaine d’applica-
tion. Un algorithme classique de détection de communauté est appliqué sur la première couche.
Pour les couches suivantes, une approche multi-objective est appliquée de sorte à trouver la
partition qui maximise deux fonctions objectives : la modularité de la partition par rapport à
la couche concernée, et la similarité de la partition avec celle trouvée pour la couche précé-
dente. La partition ainsi trouvée, pour la dernière couche est donnée comme le résultat de la
partition du multiplex. Cette approche présente l’avantage de pouvoir réutiliser la plupart des
algorithmes existants pour la détection des communautés. l’inconvénient majeur est la néces-
sité de finir une fonction de tri des couches qui reste difficile à définir.

Le rôle prépondérant que la modularité et son optimisation ont joué dans le contexte de
détection des communautés dans des graphes simples a tout naturellement motivé des travaux
de généralisation de la modularité au cas de réseaux multiplexes. Une nouvelle formule de la
modularité multiplexe est ainsi proposée dans (Mucha et al., 2010). Cette nouvelle modularité
est donnée par la formule suivante :

Qmultiplex(P ) =
1

2µ

∑

c∈P

∑

i,j∈c
k,l:1→α

((
A

[s]
ij − λk

d
[k]
i d

[k]
j

2m[k]

)
δkl + δijC

kl
ij

)
(30)

où µ =
∑
j∈V

k,l:1→α

m[k] + Cjkl est un facteur de normalisation, et λk est un facteur de réso-

lution comme introduite pour la modularité multi-résolution Reichardt and Bornholdt (2006)
(voir formule 23). Noter que dans notre cas (i.e. multiplex multi-couches) les seuls liens inter-
couches sont les liens implicites reliant un nœud i à lui même dans les autres couches. Par
conséquent nous avons : Cklij = 0 ∀i 6= j.

Cette nouvelle modularité permet d’étendre l’applicabilité des algorithmes d’optimisation
développés pour les graphes simples au cas des graphes multiplexes. Récemment, une version
inspirée de l’algorithme de Louvain a été proposée en utilisant la modularité multiplex (Car-
chiolo et al., 2011). Cependant, l’optimisation de la modularité multiplex est aussi susceptible
d’avoir les mêmes inconvénients et les mêmes limitations des approches d’optimisation de la
modularité.

Dans un travail très récent (Battiston et al., 2013), les auteurs proposent de généraliser
les mesures classiques dans les graphes simples au cas des graphes multiplexes. L’approche
proposée est assez radicale dans le sens où l’implication de plus d’une couche est requise pour
qualifier un nœud ou un lien. Nous prenons le cas simple de la définition du degré d’un nœud
pour illustrer l’approche empruntée pour la définition de mesures multiplexes. Soit d[tot]

i =
α∑
i=2

d
[i]
i le degré total d’un nœud i dans le réseau multiplex. On définit le degré multiplex du
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nœud i par :

dmultiplexi = −
α∑

k=1

d
[k]
i

d
[tot]
i

log

(
d

[k]
i

d
[tot]
i

)
(31)

En utilisant une fonction d’entropie, les auteurs de (Battiston et al., 2013) mettent l’ac-
cent sur l’importance de l’implication d’un nœud dans plus d’une couche du multiplex. Par
exemple, le degré multiplex d’un nœud i dont tous les liens adjacents sont dans une même
couche est égale à 0. Le degré sera maximal si le nœud a le même nombre de liens dans
chacune des couches. Ce schéma de redéfinition des mesures topologiques pour les graphes
multiplexes permet d’envisager d’appliquer d’autres types d’algorithmes de détection de com-
munautés, notamment les algorithmes centrés graines et les algorithmes centrés diffusion qui
ont montré des performances intéressantes lors de l’application sur des réseaux simples.

Les mesures et les concepts monadiques (ex. le degré, le voisinage) et dyadiques (ex. plus
court chemin) généralisées au cas des multiplexes, sont utilisées dans (Hmimida and Kanawati,
2015), afin d’adapter un algorithme centré-graine, l’algorithme Licod (Yakoubi and Kanawati,
2014), pour la détection de commutantes dans les réseaux multiplexes. Une adaptation de l’al-
gorithme infomap (Rosvall et al., 2009) aux réseaux multiplexes est aussi proposée dans (De
Domenico et al., 2014).

4.5 Critères d’évaluation
Dans la section 3, nous avons passé en revue les principales approches d’évaluation des

communautés détectées dans les graphes simples. Très peu de travaux ont abordé cette épineuse
question dans le cas des graphes multiplexes. En effet, à notre connaissance, nous n’avons pas
de graphes réels ni de générateurs de graphes artificiels qui peuvent nous donner des réseaux
multiplexes de benchmrak.

Au niveau des indicateurs topologiques, la modularité multiplexe peut être une mesure
globale. Or, les limitations de l’optimisation de la modularité limite aussi l’intérêt de cette
mesure pour l’évaluation. Un indicateur topologique de qualité d’une communauté multiplexe
a été proposé dans (Berlingerio et al., 2011). L’indicateur, appelé mesure de redondance calcule
la moyenne de la redondance de chaque lien intra-communauté dans l’ensemble des couches
du multiplex. L’intuition est que les liens intra-communauté doivent être des liens récurrents
dans les différentes couches. Le calcul de cet indicateur est fait comme suit. Soient :

— P l’ensemble de couples (u, v) qui sont directement connectés dans une couche au
moins.

— ¯̄P l’ensemble de couples (u, v) qui sont directement connectés dans deux couches au
moins.

— Pc ⊂ P l’ensemble de liens dans la communauté c
— ¯̄Pc ⊂ ¯̄P le sous-ensemble de ¯̄P et qui sont aussi dans c.

La redondance d’une communauté c est alors donnée par :

ρ(c) =
∑

(u,v)∈ ¯̄Pc

‖ {k : ∃A[k]
uv 6= 0} ‖

α× ‖ Pc ‖
(32)

La qualité d’un partition multiplexe peut être donnée par :
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ρ(P) =
1

‖ P ‖
∑

c∈P
ρ(c) (33)

5 Conclusion

La codage de traces des activités interactives sous forme de graphes permet d’appliquer
la très riche boîte à outils d’approches d’exploration, d’analyse et de fouille de réseaux com-
plexes développé aujourd’hui dans une communauté scientifique pluridisciplinaire. Un pro-
blème central dans l’étude des réseaux complexes est celui de la détection des communautés :
des sous-graphes denses faiblement connectés entre eux. La découverte de la structure commu-
nautaire d’un graphe permet d’enrichir nos connaissances sur la structure interne des schéma
des interactions mais aussi nous renseigner sur les possibilités d’évolution du graphe. Dans le
cadre des systèmes de recommandation, la détection de communautés peut être vue comme
une généralisation du principe du filtrage collaboratif où nous pouvons exploiter les caractéris-
tiques de chaque communauté afin de mieux cibler les recommandations aux niveaux indivi-
duelles. Les mêmes techniques peuvent être utilisées aussi pour caractériser des groupements
(i.e clusters) de produits. La littérature scientifique concernant la détection de communautés
est très abondante. Il existe un nombre impressionnant d’approches différentes développées
dans différentes disciplines. Dans ce travail, nous avons présenté un bref survol des principales
approches de détection de communautés dans les graphes simples. Nous avons aussi pointé la
difficulté de l’évaluation et de la caractérisation des communautés détectées par les différents
algorithmes. Une approche qui nous semble prometteur est celle de l’évaluation guidée par des
tâches. La tâche de recommandation est une tâche de choix pour ce type d’évaluation.

Or, dans beaucoup de cas réels qui nous intéressent, les graphes d’interaction ont une struc-
ture multiplexe : le graphe peut être ramené à un graphe multi-couches défini sur le même
ensemble de nœuds mais où chaque couche encode une relation différente. Cette nouvelle mo-
délisation permet de capter plus d’informations sur les interactions étudiées comme c’est le
cas par exemple de réseau d’évaluation de produites, les réseaux de co-achats mais aussi des
relations différentes dans les réseaux sociaux dans lesquelles les utilisateurs sont impliqués
(relation d’amitiés, relation familiales, . . . , etc). Dans le cas des interactions dans les sites
de partage social et de micro-blogging (ex. Twitter), la problématique d’analyse de graphes
multiplexes est naturellement posée. Nous avons centré notre étude ici sur les techniques de
détection de communautés dans les graphes multiplexes. Le concept est encore flou et davan-
tage d’études de caractérisation de communautés multiplexes est nécessaire. La pauvre palette
d’outils d’évaluation propres aux communautés multiplexes en témoigne. En effet, la plupart
des approches existantes consiste à transformer le problème, d’une manière ou d’aune autre, en
problème de détection de communautés dans des graphes simples. Ceci est fait soit par agré-
gation des couches du réseau multiplex soit par agrégation des partitions obtenues sur chacune
des couches séparément. Très récemment des approches qu’on peut qualifier de natives ont
été proposées pour la détection de communautés multiplexes. Ces approches sont principale-
ment des généralisations des approches déjà développées pour les graphes simples et partagent
naturellement les inconvénients de leurs homologues. C’est notamment le cas des approches,
pourtant rapides sur des très grands graphes, de l’optimisation gloutonne de la modularité. La
proposition récente de mesures topologiques propres aux graphes multiplexes ouvre la voie
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à l’application d’autres approches intéressantes pour la détection de communautés et qui ont
fait leurs preuves pour les graphes simples, notamment les approches centrées graines et les
approches centrées propagation.
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Summary
In real-world complex networks nodes are generally arranged in tightly knit groups that are

loosely connected one to each other. Such groups are called communities. Community mem-
bers are generally admitted to share common proprieties. Hence, unfolding the community
structure of a network could give us many insights about the overall structure of the network.
This problem has attracted much of attention in past years. Most of existing approaches are
designed for static simple networks, where all edges are of the same type. However, real net-
works are often heterogeneous and dynamic. The concept of multiplex networks has been
introduced in order to ease modeling such networks. In this work, we present a survey study
on main approaches for community detection in monoplex and multiplex networks.
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